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研究成果の概要（和文）：摩擦・接触などの力学現象は不連続関数を含む微分方程式（微分包含式）として表現できる
が，一般にそれらはシミュレーションにおける取り扱いが難しい．これらの現象を包含して，かつ，変形しうる連続体
が含まれる場合，さらに，そのシミュレーションを実時間で行う必要がある場合は，超多自由度非線形連立方程式を数
十分の一秒毎に解く必要がある．このためには正確さよりも安定性を重視した計算技術が必要であり，従来のオフライ
ン数値解析のための計算技術とは全く異なる観点からの技術開発が必要である．本研究では，上記のような問題認識に
もとづいた要素計算技術と数学的ツールの研究開発を網羅的に行った．

研究成果の概要（英文）：Mechanical systems involving friction and contact are represented by differential 
equations involving discontinuities, which are referred to as differential inclusions. They are 
mathematically elegant but are cumbersome in numerical simulations. Moreover, if the system also involves 
deformable continua and if the simulation needs to run in realtime, one must solve a huge system of 
nonlinear equations every timestep, which is typically about 0.001 to 0.03s. Computational techniques 
needed for such applications should assure the stability rather than quantitative accuracy or physical 
faithfulness. Such requirements are different from those for conventional applications of simulation 
software such as those for offline numerical analysis. In this research project, we have developed 
various elemental computational techniques and mathematical tools to deal with mechanical systems 
involving continua and discontinuities for realtime simulation.
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１．研究開始当初の背景 
 
 摩擦・接触などの力学現象は不連続関数を
含む微分方程式（微分包含式）として表現で
きるが，一般にそれらは数値計算やシミュレ
ーションにおける取り扱いが難しい．これら
の現象を包含して，かつ，変形しうる連続体
が含まれる場合，さらに，そのシミュレーシ
ョンを実時間で行う必要がある場合は，数値
的に悪条件な多自由度非線形連立方程式を
数十分の一秒毎に解く必要がある．このため
には正確さよりも安定性を最重要視した計
算技術が必要である．このような技術を実現
するためには，従来の構造解析用ソフトウェ
アなどのための数値解析技術とは全く異な
る観点からの研究開発が必要である． 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，上記のような問題認識にもと

づき，不連続性を含む連続体力学系のシミュ
レーションのための新しい計算技術群を確
立することを目指した．  
 
３．研究の方法 
 
 本研究では，上記の目的に沿ったさまざま
な要素計算技術と数学的ツールの研究開発
を網羅的に行った．理論的・解析的考察にお
いては数式処理ソフトウェアを用いた．得ら
れた単純な数式の数値的性質の調査のため
には数値計算ソフトウェアを用いた．また，
より実用に近い，実時間・相互作用的な計算
プログラムの開発は C言語を用いた． 
研究期間全体にわたって，大学院生および

学部生 5名を研究協力者とした．また，理論
的基盤の整備のためには国外の研究者とも

協力して研究を行った． 
 
４．研究成果 
 
(1) 摩擦接触力を受ける柔軟連続体のための

摩擦モデル 
 
研究代表者らは以前，摩擦と接触を含むシ

ステムの動特性を，不連続な性質を失わずに，
連続な常微分方程式であらわす手法を提案
した．それを，多数の節点から構成される連
続体モデルに適用する手法を考案した．この
ようなシステムは不連続関数を含む偏微分
代数方程式として表現されるが，本研究では，
その式の一部をテイラー展開して近似し，陰
的積分法で時間積分するという手法を提案
した．この成果については学術講演会で発表
済みである． 
 
(2) 極端に変形する柔軟体のシミュレーショ

ンのための数値積分法 
 
実時間シミュレーションにおいては数十

分の一秒毎に非線形の連立方程式を解く必
要があるが，計算が発散したり，節点がパル
ス状に飛び出したりするような不自然な挙
動を示したりすることがある．本研究では，
この問題を解決するための非線形連立方程
式の求解法を提案した． 
提案手法は，非線形連立方程式を線形近似

したうえで QMR（Quasi-Minimum Residual）
法によって解き，その後，線形近似によって
生じた誤差を補正するという手法である．図
１に，この成果を用いた弾性体モデルの実時
間シミュレーションのスナップショットを
示す．モデルが平坦になるまで押しつぶされ
た状況でも安定して計算を継続できる．従来
の同様の手法と比較して，物理的に不自然な
挙動が少なく，安定した挙動を実現すること
ができる． 
本期間中には，詳細な数値実験と文献調査

を行った上で，論文を完成させた．この論文

 

 
図 1：成果(2)の技術による実時間シミュレー
ション．弾性体を外力によって平坦になるま
で押しつぶしたような状況でも，安定して計
算を続行できる．また，外力を取り除いた後
も，安定した挙動で元の形状を復元する． 

 

 
図 2：成果(3)．生体材料などの柔軟物が接
触・離脱を繰り返す際の，変位と反力の時
間変化をよく再現する微分代数包含式を
発見した． 



は論文誌に採録済みである．  
 
(3) 柔軟体の非線形接触力モデル 
 
物体と物体が接触したり離脱したりする

状況において，変位と力の関係は不連続性を
もつ．また，その関係は履歴にも依存する．
特に生体材料においては，変位と反力の関係
が非線形であり，また，粘性の影響で，反力
がゼロになったとき（離脱時）にも変位がゼ
ロにならないことがある．本研究では，接
触・離脱の不連続変化と，ヒステリシスを持
つ非線形弾性を兼ね備えた接触力モデルを
提案した．この接触力モデルは単純な微分代
数包含式であり，また，この微分代数包含式
は簡単な操作で常微分方程式と等価変換で
きる．この成果については学術論文として発
表済みである． 
 
（４）転がり面接触摩擦モデル 
 
弾性体が他の物体と面で接触し，高速な転

がりと滑りが発生する状況のシミュレーシ
ョンは，節点毎に接触力を計算する方法では
実現しにくい．この状況の例として，走行と
停止を繰り返す自動車のタイヤと路面との
間の相互作用が挙げられる．本研究ではこれ

に焦点を絞り，タイヤと路面の間の摩擦力
（縦力・横力・セルフアライニングトルク）
を力学ベースのモデルで再現する方法につ
いて検討を行った． 
タイヤが発生する反力は，実験データをフ

ィッティングして得られた実験式で与えら
れることが多い．従来研究により，「マジッ
クフォーミュラ」と呼ばれる十分に信頼性の
ある実験式がすでに得られているが，その物
理的意味は不明確であった．物理的意味が明
確な式の積み上げで同様の計算結果を出力
することができれば，より拡張性が高く，幅
広い状況に対応できるシミュレータが実現
できると期待できる． 
本研究期間内では，研究代表者が近年考案

したタイヤの物理モデル（偏微分代数包含
式）に，いくつかの非線形項を組み合わせる
ことで，その出力値をマジックフォーミュラ
の出力値に近づけることが出来た．この結果
は学術講演会で発表済みである． 
 
(5) ラグランジュ未定乗数の拡張 
 
両側拘束（等式拘束）をうける力学システ

ムは，ラグランジュ未定乗数を含んだ運動方
程式として簡潔に定式化できることが知ら
れている．しかし拘束が不等式拘束である場
合，すなわち，片側接触やクーロン摩擦を含
む場合は，統一的な記述の方法がなく，特に，
連続時間領域においての解析が面倒であっ
た．本研究ではこのような力学システムを，
有界なラグランジュ未定乗数と「法錐
（Normal Cone）」を含んだ簡潔な数式で表現
する手法を提案した． 
また，その式を数値計算するための手法と

して，不連続性を維持したまま不等式拘束を
緩和する手法を提案した．この手法は， 
Baumgarte 安定化法と呼ばれる古典的な手法
の自然な拡張となっている．  
本研究期間では，詳細な文献調査を行った

上で，上記の二つの数学的手法についての理
論体系を確立し，論文を完成させた．この論
文も論文誌に掲載済みである．これらの手法
は摩擦接触を含む力学システム全般の解析
やシミュレータ開発のための理論的基盤と
なると期待できる． 

 

 
図 3：成果(4)の技術を実装したドライビン
グシミュレータ 
 

 
図 4：成果(4)で得られた力学モデル（「提
案モデル」）の出力値と，既存の実験式（マ
ジックフォーミュラ）の出力値の比較．マ
ジックフォーミュラに十分に近い特性を示
す数式（モデル）を得ることができた．  

 

 
 
図 5：成果(5)の成果として得られた運動方
程式．片側摩擦接触を表現できる．古典的
な等式拘束付きの運動方程式の自然な拡張
となっている． 



 
(7) 「バネ剛体モデル」による長尺・膜状・
ソリッド物体の表現 
 
研究代表者はかねてより，ひもなどの柔軟

長尺物体のシミュレーション手法の研究を
行ってきたが，本研究期間ではこの手法を拡
張し，薄膜状物体や薄肉物体，中実物体など，
幅広い幾何形状の弾性体に対応できる柔軟
体モデル化手法を考案した．このモデルでは，
節点は質点ではなく，慣性モーメントを持つ
剛体要素として定義される．提案モデルは，
これらの剛体要素を，曲げ，ねじり，引っ張
りの弾性力を発生するバネで結合したもの
である．このモデルを四元数をベースとした
多自由度の運動方程式として表現し，陰的積
分法で数値積分する手法を確立した．この成
果については 2016 年 6 月の学術講演会で発
表予定である． 
 
(6) バリッジ・ノポフモデルのための積分法 
 
摩擦力を受ける一次元の連続体モデルと

して知られる「バリッジ＝ノポフモデル」を
後退オイラー法で時間積分する計算手法を
開発した．この成果は学術論文誌に掲載済み
である． 
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図 6：成果(7)の計算技術による実時間シミ
ュレーション． 
 

 
図 7：成果(7)の計算技術によって実現され
た物体の変形． 
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