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研究成果の概要（和文）：研究成果は主に次の二点である. (1) 複素曲面上のポアソン構造から定まる一般化された複
素構造の非障害的な変形およびモジュライ空間の構成を行った. さらにモジュライ空間上に 「Stratified flat struc
tures」が入ることを示した. 　(2) 複素構造もシンプレクティック構造も入らない４次元多様体上に 多重度 m の対
数変換を用いて、新しい一般化された複素構造を構成した. その一般化された複素構造のジャンピングローカスの連結
成分の個数をいくらでも大きくすることが可能であることを示した.
(1) , (2) の結果は論文[1], [2] にまとめ、出版予定となっている. 

研究成果の概要（英文）：The author's results are mainly as follows. (1) We show that generalized complex 
structures on a complex surface induced from a holomorphic Poisson structure admit unobstructed 
deformations, i.e., the Kuranishi spaces are smooth. We construct moduli spaces of generalized complex 
structures induced from Poisson structures on del Pezzo surfaces. Further it turns out that the moduli 
space admits "Stratified flat structure", that is, the moduli space has a stratification which is 
constructed from the types of singularities of jumping locus and each strata admits a flat structure, 
i.e., a torsion free flat connection of the tangent bundle. (2) We obtain a new family of generalized 
complex structures with k connected components of jumping loci for any k on certain 4-manifolds which 
have neither complex structures and symplectic structures, by using logarithmic transformation of 
multiplicity m. These two results are already written in our paper [1] , [2] and they are accepted for 
publication.

研究分野： 複素幾何、微分幾何

キーワード： 一般化された複素構造　一般化されたケーラー構造　ポアソン構造　変形理論　モジュライ空間　flat 
structure
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１． 研究開始当初の背景 
２００２年に Nijel  Hitchin により, 一般
化された複素構造という新しい多様体上の
幾何構造が導入された . Hitchin, Nigel 
Generalized Calabi-Yau manifolds. Q. J. 
Math. 54 (2003), no. 3, 281–308 
 
これは通常の複素構造とシンプレクティッ
ク構造を特別な場合として含む幾何構造で
あり, エルミート幾何, ポアソン幾何, 非可
換代数幾何, ４次元の微分トポロジーそして
数理物理など様々な分野と関連しており, こ
の分野の研究が現在に至まで盛んに行われ
ている.   
Gualtieri, Marco Generalized complex 
geometry. Ann. of Math. (2) 174 (2011), no. 
1, 75–123. 
Goto, Ryushi Deformations of generalized 
complex and generalized Kähler structures. 
J. Differential Geom. 84 (2010), no. 3, 
525–560. 
この一般化された複素構造にはタイプ数と
いう多様体の各点ごとに決まる不変量があ
り, 特に実４次元多様体の場合, タイプ数が
０ならば, シンプレクティック構造から定ま
る一般化された幾何構造であり, タイプ数が
２ならば, 複素構造から定まる一般化された
複素構造となっている. 興味深い点は一般化
された複素多様体上でタイプ数が変化する
現象が見られることである（ジャンピング現
象という）. 典型的な例として, 複素２次元
射影空間上には通常の複素構造とは違う一
般化された複素構造 J があり, 複素２次元
射影空間の３次曲線 C 上ではタイプ数が２
であり, C の補集合の上ではタイプ数が０と
なっているものが構成されている. つまり, 
この J は３次曲線 C 上で複素構造から, C 
の補集合上でシンプレクティック構造から
来ている幾何構造であり, 二つの幾何構造の
「ハイブリッド」となっており, 大変興味深
いものである.  
この一般化された複素構造の変形は３次曲
線 C が非特異の場合は楕円曲線の変形によ
り与えられることになり, その変形理論およ
びモジュライ空間の理論はとても興味深い
ものになると考えられることから研究を進
めた. また, このような一般化された複素曲
面の理論は非可換代数幾何と密接な関係が
あることが示されている. 複素多様体上には
連接層の複体から構成される導来圏があり, 
この導来圏の非可換な変形が非可換代数多
様体の変形とされている. 特に２次元の射影
空間の場合は楕円曲線と密接に関連してお
り, スクリャーニン 代数が非可換な代数と
して幾何学的に構成され, 盛んに研究されて
いる. 
 （Artin, M.; Tate, J.; Van den Bergh, M. 
Some algebras associated to 
automorphisms of elliptic curves. The 
Grothendieck Festschrift, Vol. I, 33–85, 

Progr. Math., 86, Birkhäuser Boston, 
Boston, MA, 1990 などを参照） 
複素多様体の一般化された複素多様体とし
ての変形の無限小変形空間と非可換代数多
様体としての変形の無限小変形空間は共に
ホッホシルドコホモロジー群で与えられ不
思議なことに一致している.  また射影空間
の場合には共に楕円曲線が本質的であるこ
となど, 多くの共通点が見られる. そのため, 
非可換代数多様体の理論と一般化された複
素多様体の理論との関係を解明することも
研究上の目標としている. 
 
実４次元多様体で複素構造もシンプレクテ
ィック構造も入らないものとして, 奇数個の
２次元複素射影空間と m 個の向きを変えた
２次元複素射影空間の連結和が知られてい
るが, Cavalcanti-Gualtieri により, このよ
うな空間には一般化された複素構造が構成
された.  
 
この結果は一般化された複素多様体のカテ
ゴリーが複素多様体とシンプレクティック
多様体のカテゴリーを真に含むことを示し
ている. この後, 様々な４次元の一般化され
た複素多様体が構成されたが, 不思議なこと
に, 概複素構造を持ち, 一般化された複素構
造を持たない４次元多様体の例は構成され
ていなかった.   そこで, 筆者は 
「４次元概複素多様体上には一般化された
複素構造が存在するか？」という問題をとり
あげ, 研究を進めた. 
 
 
２． 研究の目的 
(1) 複素多様体上正則なポアソン構造により 
定まる一般化された複素構造の変形理論を
確立し, そのモジュライ空間の構成を行う. 
さらに通常の複素多様体の変形理論やモジ
ュライ空間とは大きく異なりことが予想さ
れるので, その違いを明確にする. また, 現
在, 代数幾何の分野で盛んに研究されている
非可換代数幾何との対応を明確にし, 一般化
された複素多様体のモジュライと非可換代
数多様体のモジュラ異空間との対応を確立
する. 
(2) 「４次元概複素多様体上に一般化された
複素構造は存在するか？」という問題を解決
することを目指した.  
 
３． 研究の方法 
(1) 複素２次元の射影空間の場合に一般化さ
れた複素構造の変形およびモジュライ空間
の構成を行い, さらに del Pezzo 曲面など
の場合に研究を進める.  また, 複素３次元
射影空間の場合は, 複素特異葉層構造の分類
が知られており, この分類から複素３次元射
影空間のポアソン構造のモジュライ空間に
は６個の成分があることが知られており, 複
素３次元射影空間は非常に豊かな幾何構造



をもっていることが予想される.このような
具体例を調べ, 変形やモジュライの幾何学的
な不変式論を使った構成などを行った. 
 
４．研究成果 
研究成果は主に次の二点である.  
(1) 複素曲面上のポアソン構造から定まる 
一般化された複素構造の変形理論を確立し
た. ポアソン構造の零点集合が非特異な楕
円曲線となっている場合は, この変形の障
害は消えており, さらに倉西空間は楕円曲
線の補集合の第二コホモロジー群で与えら
れることを示した,  さらにポアソン構造の
零点集合が孤立特異点を持つ場合には, 各
孤立特異点のヤコビ環と補集合の第二コホ
モロジー群からなる短完全列が構成され, 
倉西空間を完全に記述することが出来る.  
つまり, 補集合の第二コホモロジー群は特
異点の型を保った変形を与えており, ヤコ
ビ環は特異点をスムージングする変形とな
っている.   
複素曲面上のポアソン構造から定める一般
化された複素構造のモジュライ空間の構成
を行った. 複素２次元射影空間やいくつか
の Del Pezzo 曲面の場合に具体的にモジュ
ライ空間の構成を行った. さらに複素曲面
上のポアソン構造から定める一般化された
複素構造のモジュライ空間上にポアソン構
造の零点集合の特異点の型に応じて, 
stratification を構成することが出来る事
を示した. 次元の一番大きい open strata 
は零点集合が非特異な楕円曲線となってい
る.ポアソン構造に対応しており, node, 
cusp などの特異点の種類と数に応じて, 
strata が定める. 各 strata の次元は零点
集合の補集合の複素第二コホモロジー群で
与えられており, 整数係数の第二コホモロ
ジー群を使えば, strata には自然な Flat  
structure(平坦構造)が入っていることが示
される.ここで平坦構造というのは接束にト
ーションフリーの平坦な接続がはいること
を同値である.このような各 strata に平坦
な構造が入るような stratification を
「Stratified flat structures」と呼ぶこと
にする.(stratified flat structure を持つ
多様体の典型例はトーリック多様体などで
ある.) Stratified flat structures は open 
strata 上に微分方程式を定め, divisor に
沿って, そのモノドロミー群を計算するこ
とが重要である. ２次元複素射影空間の場
合には計算を行った. 
 Stratified flat structures を持つ多様体
はかなり限定されたものであると予想され
るため, モジュライ空間上の Stratified 
flat structures の存在はモジュライ空間
をかなり決定してしまうものと思われる.  
(2) 複素構造もシンプレクティック構造も
入らない４次元多様体上に 多重度 m の対
数変換を用いて, 新しい一般化された複素
構造を構成した. その一般化された複素構

造のジャンピングローカスの連結成分の個
数をいくらでも大きくすることが可能であ
ることを示した. 
(1) , (2) の結果は論文[1], [2] にまとめ, 
出版予定となっている. 
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