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研究成果の概要（和文）：量子群でその量子パラーメータ q が１の冪根の場合に，必ずしも半単純とはならない射影
的な表現についてその性質を調べ，この表現と対応する結び目や３次元多様体の量子不変量を構成し，その性質を調べ
た．通常の結び目に対する不変量は以前に logarithmic 不変量として構成していたが，新たに３次元多様体中の結び
目に対する不変量を logarithmic 不変量を拡張したものとして構成し，さらに，体積予想の新しいバージョンとして
，対応する双曲多様体の体積との関係についても明らかにした．

研究成果の概要（英文）：Quantum groups whose quantum parameter q are roots of unity have projective 
representations which is not always semisimple. In this research, properties of such representations are 
studied, invariants of knots and 3-maniolfds related to such representations are constructed, and 
properties of such invariants are studied. Such invariant for knot is already constructed as the 
logarithmic invariant, and it is extended in this research to invariants of knots in 3-manifolds. The 
relation of logarithmic invariant and its generalization to the hyperbolic volume of the corresponding 
manifold is also given, which is a version of the volume conjecture of quantum invariants.

研究分野：表現論

キーワード： 量子群　結び目　低次元トポロジー　体積予想
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 神保とドリンフェルトによる量子群の
発見は数学ばかりでなく物理学にも大きな
影響を与え、空間の対称性を見る新しい視点
を与えた。量子群はリー環の量子化と考えら
れ、その表現論は量子化のパラメータ q が
一般的な場合はリー環の表現論と同様にな
ることが知られており、また一方で q が１
の冪根となる場合については、リー環の時に
は見られなかった複雑な現象が現れること
も明らかにされてきた。 
 
(2) 量子群の発見と同時期にジョーンズに
より結び目のジョーンズ多項式が発見され、
量子群と対応することがわかり、結び目の数
多くの量子不変量が構成された。これとは別
にカシャエフは量子双対数関数から結び目
不変量を定義し、結び目補空間と関係するこ
とを見出したが、実はこの不変量は、q が１
の冪根の場合の量子群の射影的な表現と対
応することが明らかになっている。他の射影
的な表現に対応する結び目の不変量も双曲
体積と関係するため、１の冪根の必ずしも半
単純でない射影的な表現が幾何構造と深く
関係していると期待される。 
 
２． 研究の目的 
(1) 研究目的の一つは、量子化のパラメータ 
q が１の冪根のときの量子群について、その
射影的表現についての表現論的な性質を明
らかにするというものである。 
 量子群とは、リー環の普遍包絡環を q 変形
したものであり、量子化のパラメーター q 
が一般的な変数の場合は、その表現論的性質
はリー環の普遍包絡環の表現論的性質にほ
ぼ対応しているのであるが、q が１の冪根の
場合は量子群特有の性質を持つ。この性質の
ことをリー環の場合にはあらわれないもの
なので「幻影」とよび、これについて表現論
的な観点から調べるため、とくに射影表現と
いう必ずしも半単純ではない表現に注目し
て、その性質を研究する。 
 
(2) 量子化のパラメータ q が１の冪根の場
合の量子群の射影表現に対応する結び目や
３次元多様体の不変量について研究する。ジ
ョーンズ多項式の発見以来、量子群と関係す
る結び目や３次元多様体の不変量が数多く
作られたが、１９９６年にカシャエフにより
構成された双曲体積と関係する不変量が量
子群のある射影表現に由来する不変量であ
ったことから、量子群の幻影、すなわち射影
表現などの通常のリー環からはわからない
部分に幾何学と深く関係する性質が潜んで
いると期待されるので、このことを明らかに
する。 
 
３．研究の方法 
(1) まず表現論からのアプローチとして、q 
が１の冪根の場合の量子群に対して、その有

限次元表現について調べる。この量子群は、
有限次元表現として、本質的には、リー環の
既約表現に由来するもの、射影表現、それに
最高ウェイトが整でない最高ウェイト表現
という３通りのものに分類される。そこでま
ずこの３通りの表現の関係を明らかにする。
リー環の表現論でも最高ウェイト表現は研
究の中心的な対象であったのだが、本研究で
は、最高ウェイトが整でない最高ウェイト表
現に注目し、このウェイトを連続的に変形し
ていくことで射影表現の性質を明らかにす
る。射影表現は必ずしも既約ではないのであ
るが、最高ウェイトが整でない最高ウェイト
表現は既約表現であり、その代数的な性質は
通常の表現論的手法からよくわかるので、こ
の変形の先として射影表現を捉えることで、
射影表現についての性質を調べる。 
 
(2) 量子化のパラメータ q が１の冪根の場
合の量子群の射影表現に対応する結び目や
３次元多様体の不変量についての研究でも、
先に述べた (1) での最高ウェイトが整でな
い最高ウェイト表現を変形することで射影
表現を調べるという手法を活用する。最高ウ
ェイトが整でない最高ウェイト表現に対応
する結び目の不変量は以前に 阿久津-出口-
大槻（文献①） により構成されており、さ
らにこれから最高ウェイトの変形により射
影表現に対応する不変量をが 永友-村上（文
献②）で構成されている。また、この量子化
のパラメータ q が１の冪根の場合の量子群
に対応する３次元多様体の不変量として ウ
ィッテン-レシェティヒン-トラエフ不変量
（文献③）と ヘニングス不変量（文献④）
が構成されている。ウィッテン-レシェティ
ヒン-トラエフ不変量はリー環由来の表現の
みを用いて構成されているのに対し、ヘニン
グス不変量は射影表現の情報を用いて構成
されている。このヘニングス不変量と永友-
村上による不変量とを比較研究することに
より、より一般の場合についての射影表現に
対応する不変量の構成を行う。 
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４．研究成果 
(1) 表現論からの研究として、射影表現に対
応する量子 6j 記号について調べた。量子 
6j 記号とは、４つの表現のテンソル積を２
通りに分解した時の変換係数を表すもので、
リー環で構成されたものの量子化がキリロ
フ-レシェティヒン（引用文献①）で構成さ
れているが、これはリー環由来の表現に関す
るものであり、本研究では、コスタンティー
ノとの共同研究により、射影表現に対する量
子 6j 記号の構成を試みた。具体的な構成法
としては、まず、主な発表論文等の雑誌論文
③にあるように最高ウェイトが整でない表
現についての量子 6j 記号を求め、そのウェ
イトを整ウェイトに近づけていった極限と
して射影表現の量子 6j 記号を定義した。一
般に、最高ウェイトが整の既約表現と最高ウ
ェイトが整の射影表現は、最高ウェイトが等
しくても異なるものであり、本研究で定義さ
れた量子 6j 記号もリー環由来の量子 6j 
記号とは大きく異なるものになっている。本
研究では、量子 6j 記号が双曲四面体の体積
とも密接に関係することを明らかにした。 
 
(2) カシャエフにより定義された結び目の
量子不変量は、パラメーター q が１の冪根
の量子群の表現の中でも、リー環由来のもの
でありながら射影表現にもなっているとい
う大変特別な表現に対応するものである。こ
の場合について対応する量子不変量と結び
目補空間の双曲幾何構造との関係を調べ、不
変量と双曲体積やチャーンサイモンズ不変
量との関係について主な発表論文等の雑誌
論文⑤において明らかにした。このような量
子不変量と幾何構造の対応の研究は既に横
田（引用文献②）でもされていたが、横田の
研究はカシャエフの構成に対応したもので
あるのに対し、本研究は量子群の最高ウェイ
ト表現としての表現の構成に対応するもの
であり、構成法が異なるため対応する幾何的
な状況も異なるものとなっている。 
 
(3) 引用文献③で構成された、射影表現と対
応する結び目の量子不変量を、ヘニングス不
変量（引用文献④）と組み合わせて３次元多
様体中の結び目の不変量に拡張した。これに
ついては、掲載予定となっている主な発表論
文の雑誌論文①でまとめられているが、さら
にこの論文では、この不変量と３次元多様体
中の結び目の補空間の双曲体積との関係を
レンズ空間中の結び目に対してしらべ、通常
の３次元空間中の結び目の場合の体積予想
と同様の関係が成り立つことを確認した。 
 
(4) 結び目の量子不変量はキリロフ-レシェ
ティヒン（引用文献①）により空間中の３価

グラフの不変量に拡張されている。３価グラ
フとは、各頂点に辺が３本集まったグラフの
ことである。この不変量は横田（引用文献⑤）
により空間中の多価グラフの不変量に拡張
され、さらには、水澤との共同研究により主
な発表論文等の雑誌論文②により、ハンドル
体結び目の不変量に拡張された。これらはす
べてリー環由来の表現を用いて構成された
ものであるが、一方で、水澤との共同研究で
引用文献⑥ではパラメーター q が１の冪根
の量子群の最高ウェイトが整でない表現に
対する３価グラフの不変量を構成した。これ
はまだ射影表現に対応する不変量ではない
が、具体的な例で調べてみると、最高ウェイ
トを整にもっていく極限でも定義できてい
るようで、射影表現に対応する空間グラフや、
さらにはハンドル体結び目の不変量の存在
についての期待を抱かせる結果となった。 
 
(5) 射影表現と深く関係すると考えられる
双曲構造に関する研究として、コルパコフと 
の共同研究により、主な発表論文等の雑誌論
文④においてあ種の一般化された双曲四面
体の体積公式を得た。さらにこの手法をもち
いて、引用文献⑦でプリズム状の双曲多面体
の体積を求める手法を提唱した。この方法の
背景にあるのは、引用文献①の３価グラフの
量子不変量であり、この手法を一般化して、
一般の双曲多面体についても同様にして体
積が求められることが期待でき、幾つかの例
について引用文献⑧で確かめた。 
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