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研究成果の概要（和文）：二次の相互作用を持つ非線型シュレディンガーの連立系に対するラグランジアンを書き下し
、質量共鳴現象のラグランジュ形式による系統的説明を与え、波動函数の複素共軛の果たす役割が本質的である事を見
出した。
　質量共鳴現象に伴う定在波の解析を変分問題として定式化し、基底状態の存在と（本質的な）一意性を示した。
また、質量共鳴条件下で任意に小さな初期データでも爆発現象を生み出す相互作用の具体例を得た。

研究成果の概要（英文）：Mass resonance phenomenon of systems of nonlinear Schr¥"odinger equations is 
studied. We have found an appropriate Lagrangean for the system of Schr¥"odinger equations with quadratic 
interactions, by which we are able to give a clear explanation of the roles of mass resonance phenomenon 
as well as of complex conjugate in wavefunctions.
 A variational setting has been introduced for the analysis on standing waves associated with mass 
resonance. We proved the existence and (essential) uniqueness of ground states.
 Moreover, examples of interactions were found for the blow-up solutions with arbitrarily small Cauchy 
data under mass resonance condition.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 関数方程式の大域理論

  １版
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１．研究開始当初の背景 
現実的なモデルであるスカラー場とゲージ
場の相互作用系の数学的研究の多くは、単独
方程式に自然に対応する理論に留まってお
り、方程式系(system)にして初めて見えてく
る構造の本質的解明まで至ったものは少な
かった。方程式系特有の現象にとって、場の
伝播速度の相違と質量比が線型構造の決定
因子であり、零構造が非線型構造の決定因子
である。伝播速度の相違と零構造の関係につ
いては、久保英夫、横山和義、片山聡一郎等
によって、ほぼ完全に記述されている。一方、
質量比が零構造に及ぼす影響については一
部を除いて未解決のままであった。質量比が
大域解の存在証明に深く影響する事は、マク
スウェル・ヒッグス場とクライン・ゴルドン
場に対し、それぞれ堤誉志雄と砂川秀明によ
って独立に 2003 年に発表されたが、それは
質量非共鳴条件を通じて見出されたもので
あった。質量非共鳴条件下では、波動函数に
振動因子が単色波的に加わるため、時間変数
に関する部分積分を通じた時間減衰により、
非線型項の統御が可能となり、大域解の存在
が保証される。質量共鳴条件下では、振動因
子が消滅するため、非線型項の零構造を見出
す必要が生じる。空間 2 次元のクライン・ゴ
ルドン場に対して零構造を初めて構成した
のは J. - M. Delort, D. Fang, R. Xue ( J. 
Funct. Anal. 211(2004), 288-323)であった
が、その機構は必ずしも明確ではなかった。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、古典場としてのゲージ場理
論に典型的に現れる質量共鳴現象  (mass 
resonance phenomenon)の数学的本質を振
動  (oscillation) と特異性 (singularity) を
キーワードとして研究することにより、非線
型偏微分方程式の基礎理論（初期値問題の解
の存在と一意性、定在波の解析、爆発理論、
散乱理論など）における方程式系 (system) 
特有の相互作用を、線型構造（方程式の線型
項を成す偏微分作用素の系）と非線型構造
（スカラー場とゲージ場の成す双線型形式
および一次半形式）の両立条件の立場から明
らかにすることである。具体的には、質量共
鳴条件下で、両立する相互作用をラグランジ
アンで特徴づけ、付随する正規型変換と双線
型振動積分作用素との関係を特徴づけ、振動
因子の影響を除いた場の空間的構造を変分
解析的に解明することを目指す。 
 
３．研究の方法 
正規型変換における質量共鳴研究：非線型ク
ライン・ゴルドン方程式系の零構造と正規型
変換の代数学的構造の研究を一層深めると
共に、マックスウェル・ヒッグス場、マック
スウェル・クライン・ゴルドン場への考察へ
と対象を拡大する。対応する Coifman-Meyer
型の双線型振動積分表示のルベーグ空間上
の有界性の議論の中で、Shatah や Masmoudi

の時空共鳴との関連を、位相函数の変換則に
よって、解析力学やラグランジュ幾何の視点
から定式化する。変分解析における質量共鳴
研究：質量共鳴に伴う単色波的振動因子の影
響を除いた楕円型方程式系を変分問題とし
て定式化する。対称再配分を施すことにより、
ストラウス型コンパクト性の議論が導入で
きるが、エネルギーの枠組では空間次元は２
以上５以下の制限を伴う。空間 1次元の場合
は、空間変数を時間変数としたラグランジュ
系と捉え直して検討する。空間 6次元の場合
は、コンパクト性は破綻するが、特別なスケ
ール則が現れるので伸長変換で方程式を書
換えることから検討する。 
非相対論的極限における質量共鳴研究：質量
共鳴条件下でのクライン・ゴルドン場からシ
ュレディンガー場への非相対論的極限を、光
速因子 c をパラメタとする光速無限大 c → 
∞ での波動函数の漸近挙動によって記述す
る。 
具体的な研究方法は次の通り：１．研究代表
者・分担者で日常的に研究討論を行い、それ
ぞれ各グループの研究について進捗状況を
確認し合う。２．海外共同研究者を訪問、招
聘してそれぞれの共同研究を推進する。３．
本研究計画に関連する研究分野の研究者か
ら適宜、専門知識の提供を受ける。 
 
４．研究成果 
二次の非線型シュレディンガー方程式の連
立系に対して、ラグランジアンを具体的に見
出した。これにより、シュレディンガー方程
式の連立系における質量共鳴のラグランジ
ュ幾何からの把握が系統的に出来るように
なり、二次の相互作用における波動函数の複
素共軛の存在が本質的である事が説明可能
となった。また、質量共鳴に伴う単色波振動
因子の持つ位相変調により得られる楕円型
方程式系を変分問題として定式化し、空間次
元に関して 2次元以上 5次元以下ではコンパ
クト性及び再配列理論を用いる事により、ま
た、コンパクト性が丁度失われる6次元では、
スケーリングの議論を用いる事により、その
基底状態の存在と本質的な一意性を示す事
が出来た。更に、質量共鳴条件下で初期デー
タの大きさを任意に小さく取っても解の爆
発現象を生み出す相互作用を、ホップ・コー
ル型の変換に基づいて具体的に書き下す事
が出来た。更に、質量共鳴条件に現れる質量
比と爆発率との密接な関係を、初期データの
大きさの観点から特徴づけた。また、初期デ
ータが空間遠方で指数函数的に減衰してい
る場合に、質量共鳴条件下で時刻 t ≠ 0 と
なった途端、解が解析的になるという現象を
定式化した。同時に、連立系の波動函数の収
束半径に相当するパラメータの比が質量共
鳴条件に現れる質量比と一致することも見
出し、質量共鳴と解の解析性との関係に関し、
新たな知見を得た。半相対論方程式系に対し
ては、フーリエ制限法（ブルガンの方法）に



自乗可積分函数の成すヒルベルト空間上の
内積の計算を導入することにより、波の振動
現象を直交性の観点から制御し、精密な結論
を導いた。これは、フーリエ制限法に新たな
視点・方法論をもたらし従来のコンパクト性
の議論を、エネルギーの観点から導かれる自
然な一様評価と弱いノルムにおけるコーシ
ー列の証明を組み合せることで議論を再構
成し、新たな方法論を提示した。 
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