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研究成果の概要（和文）：形状が固定された粒子運動モデルと形状が変形する液滴運動モデルについて数理解析をおこ
なった．特に，形状変化する液滴運動として体積保存性を持つフェーズフィールド方程式を含む２変数反応拡散系モデ
ルを提案し，この系に現れるパターンダイナミクスについて計算機援用解析を行った．この数理モデルでは，あるパラ
メータを変化させることで安定な定常スポット解から進行スポット解が分岐することがわかった．さらに，進行スポッ
ト解が不安定し，振動進行スポットが出現することもわかった．また，安定な楕円形状定常解や安定なピーナッツ形状
定常解が存在することが明らかになった．

研究成果の概要（英文）：We have performed a mathematical analysis of model equations for fixed-form 
particle motions, as well as for one that utilizes droplet-like motions to incorporate shape 
deformations. In particular, droplet deformations are incorporated through the combination of a volume 
preserving phase-field equation within a two-component reaction diffusion system. By use of 
computer-aided analysis, we have also investigated the pattern dynamics within the mathematical model. We 
observe a parameter for which traveling spots bifurcate from stable standing spot solutions. Traveling 
spots, moreover, destabilize by means of a Hopf bifurcation, which leads to the appearance of an 
oscillatory travelling spot. We have also clarified the existence of stable elliptical-shaped and 
peanut-shaped equilibrium solutions.

研究分野：応用数学
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１．研究開始当初の背景 
  液滴運動を記述する数理モデルを構築す
るためには，少なくとも液滴を表現するモデ
ルと水面あるはガラス表面等の液滴が運動
する場のモデル（運動場モデル）を記述する
必要がある．その中で液滴を表現するモデル
の候補として体積保存型反応拡散系が挙げ
られる． このモデルは反応拡散系が持つス
ポット解の性質を利用した液滴の表現方法
であり，スポット解とは空間 2次元反応拡散
系に現れる孤立した解のことを指している． 
このスポット解の出現は，FitzHugh - 
Nagumo 型反応拡散系にある拘束条件を課
した系に対して，A.Mikhailovらが最初に報
告した．また，H.-G.Purwinsらによって 3
変数反応拡散系によっても出現することが
報告された．しかしながら，これらの研究で
発見された安定スポット解は初期値に依存
することなくただ一つであり，液滴の初期体
積に依存した液滴運動を表現する数理モデ
ルとしては不十分であった． 
粘菌運動の表現モデルとして小林亮教授（広
島大学）によって提案された体積保存型反応
拡散方程式は，初期体積を保存することから
液滴表現モデルとしても適当だと考えられ
た．この体積保存型反応拡散方程式を基盤と
して液滴運動モデルを構築し，液滴運動の再
現を試みた結果，これまでの反応拡散系に見
られたスポット運動とは全く異なるスポッ
ト運動を発見した．このようなスポット運動
の出現機構は未知であり，出現機構の数理解
析や数理モデル構築の視点からも重要な問
題であると考えられる． 
 
２．研究の目的 
近年，自ら駆動力を発生し運動するアクティ
ブマターと呼ばれる自走運動実験系が多く
報告されている． そこでは，変形を伴わな
い固体運動から，変形を伴う液滴運動まであ
り，さらに化学反応と結合させることで複雑
な運動を起こす運動系まで提案されている．
これらの運動を理論的に解析することによ
って，自走運動系に生じる運動形態を予測す
る．さらに，実験と相補的な研究を行うこと
によって自走運動系の数理科学を展開する． 
ここでは，形状が固定された自走運動系とし
て楕円樟脳の運動について数理解析を行う．
そして，形状変形を伴う自走運動系として，
液滴運動について数理解析を行う． 
 
３．研究の方法 
(1) 形状変形を伴わない系に対する数理解
析 
楕円樟脳運動の実験から楕円樟脳は回転す
ることなく，並進運動をすることが見て取れ
るため，最初に回転運動が起きない場合を考
える．数理モデルに対する数値実験によって，
楕円樟脳の運動の種類を調べる．次に，数値

的に定常解の安定性と分岐点を調べ，数理モ
デルから示唆される運動について明らかに
する．次に，円形状からの微小な摂動によっ
て楕円形状になる場合について摂動計算を
行うことによって理論的に分岐点を求める．
続いて，楕円樟脳の実験データを取り，解析
結果と比較することによって数理モデルの
正当性を明らかにする．最後に，回転運動と
並進運動の両方が起こる場合を考え，楕円樟
脳の運動形態の多様性を数値計算によって
調べる． 
 
(2) 形状変化を伴う系に対する数理解析 
体積保存型反応拡散系モデルに現れる運動
形態を数値計算によって明らかにする．先ず，
定常解の構造を明らかにし，定常解から分岐
する解の種類を調べる．次に，分岐した解の
運動を詳しく調べることによって，体積保存
型反応拡散系モデルに現れる解の種類を特
定する．そして，液滴運動に現れる運動形態
と比較することによって数理モデルが液滴
運動を表現することが可能かどうか明らか
にする．数理モデルとして適当であるならば，
次に，可能ならば定常解の解構造とその安定
性を数値的に調べ，モデル方程式に現れる解
の出現機構を明らかにする． 
 
４．研究成果 
(1) 形状変化を伴わない系に対する数理解
析 
形状が運動に与える影響を考察するために
楕円形状固体の運動に対する解析を行った．
並進と回転の運動を記述する数理モデルに
対して数値計算から，安定な停止解から短軸
方向に並進する運動が最初に分岐すること，
そして不安定な定常解から長軸方向に並進
する運動が分岐することを明らかにした（図
１）．楕円への変形率（長軸長／短軸長）と
粘性係数をパラメータとして分岐点を求め
た結果，必ず短軸方向に運動する解が最初に
分岐することがわかった．この結果を理論的
に示すために，円形状から微少な楕円形状へ
の変形問題を考え，摂動展開計算を行い，分
岐解析を行った結果，数値実験と同様に，短
軸方向への運動が安定に分岐することがわ
かった．この結果を実験的に検証するために，
楕円樟脳の運動実験を行った．この結果，楕
円樟脳はほとんど短軸報告に運動すること
がわかった．これらのことから，我々の数理
モデルの解析は実験結果を反映しているこ
とが立証された．数理モデリング，解析，実
験検証という一連の研究が成功した例は国
内外において多くは無く，今後の発展が期待
できる．特に，自走運動系に対して数理モデ
リングの構築と解析，および実験予測が可能
となったことから，今後，自走運動系実験に
対する理論解析が大きく進展する可能性が
示された． 



 
 
(2) 形状を伴う系に対する数理解析
化学反応を伴う液滴運動を記述する数理モ
デルを構築するための基盤として，体積保存
性を持つフェーズフィールド方程式と線形
反応拡散方程式の結合した２変数反応拡散
系を構築し，数値計算によってこの系に現れ
るパターンダイナミクスについて計算機援
用解析を行った．この系では，あるパラメー
タを変化させることで安定な定常スポット
解から
分岐点から並進運動する進行スポット解が
分岐することが示唆された．同様の結果は
1994
られていた．しかし我々の系においては，進
行スポット解はパラメータをさらに変化さ
せると，
の Hopf
することもわかった．また，この系では自励
往復運動するスポット解も出現することが
明らかになった．詳しく調べた結果，自励往
復運動スポットは，振動進行スポットの振動
がパラメータ変化によって次第に大きくな
り，進行方向が反転する結果から出現するこ
とが明らかになった．また，非対称性が高い
自励往復スポットも発見され，このほかにも
公転運動も見られることから，この系には多
彩なスポット運動解を持っているこ
らかになった．これらの解の出現機構を分岐
現象として捕らえる第一歩として定常解の
構造を調べた結果，安定な楕円形状定常解
（図２
(b)）
れらの解の数学的な存在や安定性解析は今
後の課題である．
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