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研究成果の概要（和文）：本挑戦的萌芽研究の目的は、研究代表者らの従来の研究成果を踏襲し、切断多面体の正規性
予想の肯定的な解決に挑戦することであった。切断多面体の正規性予想が、特に、組合せ論の研究者を魅惑するのは、
「切断多面体の正規性予想が肯定的ならば、四色定理が従う。」という結果（David E. Speyer）に負う。研究代表者
は、切断多面体の膨らましの組合せ論の観点、および、切断イデアルのグレブナー基底のイニシャルイデアルの観点か
ら、切断多面体の正規性予想の肯定的な解決に挑戦するとともに、否定的な解決も視野に入れながら、切断多面体と切
断イデアルの多角的な研究を展開した。

研究成果の概要（英文）：The purpose of the present research was, following the established techniques due 
to the principal investigator together with his colleagues, to face a challenge of solving the normality 
conjecture for cut polytopes affirmatively. The reason why the normality conjecture for cut polytopes 
fascinates the combinatorialists is the fact, due to David E. Speyer, that the affirmative answer of the 
normality conjecture for cut polytopes guarantees the four color theorem. We have faced a challenge of 
solving the normality conjecture for cut polytopes affirmatively from the viewpoint of combinatorics on 
dilated cut polytopes as well as that of initial ideals of Gr¥"obner bases of cut ideals. Furthermore, 
with taking into account the negative answer of the normality conjecture for cut polytopes, we have 
developed the various studies on cut polytopes and cut ideals.

研究分野： 計算可換代数と組合せ論

キーワード： 切断多面体　切断イデアル　正規多面体　正則単模三角形分割　トーリックイデアル　グレブナー基底
　イニシャルイデアル　実験計画
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１．研究開始当初の背景 
研究代表者は、1983 年以降、凸多面体と単体
的複体の組合せ論の具象論を、可換代数のテ
クニック、特に、Cohen--Macaulay 環の抽象
論を駆使し、発展させることに成功した。   
 その後、1996 年以降、大杉英史とともに、
グレブナー基底の代数的基礎理論、特に、有
限グラフに付随する凸多面体のトーリック
イデアルのグレブナー基底の理論を樹立し、
凸多面体の三角形分割の代数的組合せ論を
飛躍的に深化させるとともに、統計モデルの
マルコフ基底の研究を展開している。 
 他方、1995 年以降、欧州の可換代数の権威
者 Jürgen Herzog らとともに、squarefree な
単項式で生成されるイデアルの理論を展開
し、componentwise linear イデアルの概念を
提唱し、Alexander duality の有効性を披露
した。なお、Jürgen Herzog との仕事は、単
行本［J. Herzog and T. Hibi, ``Monomial 
Ideals,'' GTM 260, Springer, 2011］に集
約されている。 
 凸多面体の頂点が整数点（「格子点」とも
言う）であるとき、その凸多面体を整凸多面
体と呼ぶ。空間 Rdに属する整凸多面体 P が
正規である（「整分割性を持つ」とも言う）
とは、任意の整数 n = 1, 2, . . . と任意の整数
点α∈nP について、α=α1 + . . . +αnとな
る整数点α1, . . . ,αn∈Pが存在するときに言
う。但し、nP = { nα；α∈P } である。 
 整凸多面体の正規性は、可換代数、代数幾
何などの純粋数学とともに、整数計画問題、 
計算代数統計などの応用数学の諸分野にお
いても重要な概念であり、その探究の歴史は
古い。しかしながら、著名な整凸多面体の正
規性が着目され、時代の潮流に沿う研究が展
開されるようになったのは、有限グラフの辺
凸多面体の正規性に関する、研究代表者と大
杉英史の論文[H. Ohsugi and T. Hibi, Normal 
polytopes arising from finite graphs, J. 
Algebra 207 (1998), 409--426]の影響がき
わめて大きい。 
 研究代表者は、科学技術振興機構の戦略的
創造研究推進事業（CREST）の研究課題「現
代の産業社会とグレブナー基底の調和」（通
称、日比プロジェクト；平成 20 年 10月〜平
成 26 年 3 月）の研究代表者を務め、グレブ
ナー基底を巡る、理論（可換代数）、応用（統
計）、計算（Ｄ加群）の融合分野の創成に成
功している。 
 
２．研究の目的 
整凸多面体の正規性を巡る未解決な予想の
一つに、Sturmfels と Sullivant（2008 年）
が提唱した、切断多面体の正規性予想と呼ば
れる予想「有限グラフに付随する切断多面体
が正規であるための必要十分条件は、その有
限グラフが 5 次の完全グラフ K5 をマイナー
として持たないことである。」がある。切断
多面体の正規性予想は、それ自身、トーリッ
クイデアルの可換代数からも、凸多面体の代

数的組合せ論からも、極めて興味深い予想で
あるが、特に、組合せ論の研究者を魅惑する
のは、ミシガン大学の David E. Speyer が指
摘したように、「切断多面体の正規性予想が
肯定的ならば、四色定理が従う。」という結
果に負う。なお、切断多面体が正規ならば、
その有限グラフが K5 をマイナーとして持た
ないことは既知である。 
 本挑戦的萌芽研究の目的は、研究代表者ら
の従来の研究成果を踏襲し、切断多面体の正
規性予想の肯定的な解決に挑戦することで
ある。切断多面体の正規性予想を肯定的に解
決することに成功したならば、その帰結とし
て、四色定理の理論的別証が得られることと
なり、現代数学における影響は、想像を絶す
るものとなる。 
 
３．研究の方法 
頂点集合[n] = { 1, . . . , n }上の連結な有限単
純グラフ G の辺の集合を E とする。部分集
合 S⊂[n]と G の辺 e = { i, j }があったとき、
ρ(S;e)を、|S∩e| = 1 ならばρ(S;e) = 1 とし、
それ以外はρ(S;e) = 0 と定義する。すると、
ρ(S;e) =ρ([n]∖S;e)である。いま、行が G の
辺で、列が部分集合 S⊂[n]で添字付けられた
|E|行 2n-1列の行列（但し、S と[n]∖S を同一
視する）を G の切断行列と呼ぶ。切断行列の
2n-1個の列ベクトルの空間 R|E|における凸閉
包を G の切断多面体と呼ぶ。切断多面体のト
ーリックイデアルを切断イデアルと呼ぶ。 
 以下、本挑戦的萌芽研究の目的を達成する
ための、戦略を列挙する。 
（１）整凸多面体が正規であることを示すた
めの、もっとも有効なテクニックは、その整
凸多面体の単模（unimodular）三角形分割の
存在を示すことである。一般に、整凸多面体
が正則単模三角形分割を持つことと、そのト
ーリックイデアルが squarefree なイニシャ
ルイデアルを持つことは同値である。すると、
有限グラフが K5 をマイナーとして持たない
とき、その切断イデアルが squarefree なイ
ニシャルイデアルを持つことを示すことが
できれば、切断多面体の正規性予想は肯定的
に解決される。 
（２）切断多面体の正規性予想の肯定的な解
決に挑戦することが研究の目的ではあるも
のの、研究の方向を転換し、否定的解決も視
野に入れながら、研究を展開することも考慮
する。その際は、切断多面体の膨らましに属
する整数点の状況を厳密に把握することか
ら、反例の候補となる有限グラフを列挙し、
それらの切断多面体の正規性を計算ソフト
で検証することとなる。 
（３）切断イデアルは、実験計画とも関連す
ることが判明し、目下、その研究を、研究代
表者と大杉英史、青木敏が遂行している。実
験計画イデアルの類は切断イデアルの類を
含むことから、たとえば、切断イデアルの正
規性予想を実験計画イデアルの正規性予想
に一般化する。 



４．研究成果 
本挑戦的萌芽研究の目的は、研究代表者らの
従来の研究成果を踏襲し、切断多面体の正規
性予想の肯定的な解決に挑戦することであ
った。残念ながら、切断多面体の正規性予想
の肯定的な解決、あるいは、否定的な解決に
至ることはなかった。しかしながら、その研
究経過から、トーリックイデアル、整凸多面
体の正規性、実験計画に関連する幾つかの顕
著な結果を得ることができた。以下、その研
究成果を列挙する。 
（１）研究代表者らの従来からの研究を踏襲
し、有限グラフに付随する辺凸多面体、及び、
そのトーリックイデアルに関する研究を深
化させた。特に、辺凸多面体を超平面で切断
したときの正規性とグレブナー基底の二次
生成に関する結果を得た（論文［１］）。その
類似の試みを切断多面体にも試みたが、十分
に満足できる成果に至ることはなかった。 
（２）研究代表者と青木敏、大杉英史は、有
限グラフの切断イデアルの計算代数統計へ
の斬新な応用を提唱した（論文［２］）。すな
わち、２水準の正則な一部実施計画の定義関
係式が或る有限グラフのサイクルと対応す
る場合、切断イデアルの生成系がマルコフ基
底となることを証明した。 
（３）研究代表者らは、1997 年、二次生成で
あるが二次グレブナー基底を持たない辺凸
多面体の例を発見しているが、そのような辺
凸多面体の無限系列を構成することに成功
した（論文［３］）。 
（４）研究代表者と Jürgen Herzogらが導入
した、有限グラフの二項式辺イデアルの概念
を一般化し、有限グラフの対に付随する二項
式辺イデアルを提唱し、その代数的諸性質を
研究した（論文［４］）。 
（５）切断多面体の正規性予想の肯定的な解
決に挑戦する戦略の一つとして、切断多面体
の膨らましを議論した。その探究を基礎とし
ながら、研究代表者と東谷章弘らは、一般の
格子凸多面体の膨らましの整分割性を研究
し、特に、膨らまし kP が整分割性を持つよ
うな正の整数 k を決定する問題を考察し、顕
著な成果を得た（論文［５］）。 
（６）有限グラフの辺イデアルの正則度は、
昨今、可換代数におけるもっとも流行してい
る話題の一つである。研究代表者と東谷章弘
らは、有限グラフのマッチングと辺イデアル
の正則度の関係に着目し、マッチングの極大
サイズと誘導マッチングの極大サイズが一
致する有限グラフ（Cameron--Walker グラフ）
を研究し、Cohen--Macaulay となるものを分
類した（論文［７］）。その研究を発展させ、
支配的誘導マッチングを持つ有限グラフの
探究が、可換代数と組合せ論の両面から展開
されている（arXiv:1412.3881）。 
（７）切断イデアルはトーリックイデアルで
あるが、必ずしも、トーリックイデアルとは
限らない二項式イデアルの著名な類の一つ
に、ポリオミノイデアルがある。研究代表者

と Jürgen Herzogらは、線型関係を持つ凸な
ポリオミノイデアルを分類した（論文［８］）。 
（８）研究代表者と Nan Li らは、半開超単
体の面の数え上げを探究し、その f列と母函
数を計算し、更に、単位立方体の超単体分割
の f列と Chebyshev 多項式の間の組合せ論的
な関係を示唆した（論文［９］）。 
（９）順序凸多面体に関する古典的な結果の
一つに、そのトーリック環が ASL（algebra 
with straightening laws）の構造を持つ、
という定理がある。類似の結果として、鎖多
面体のトーリック環がASLの構造を持つこと
を示し、その帰結として、鎖多面体が、単模
かつ旗型な三角形分割を持つことを証明し
た（論文［１０］）。 
（１０）研究代表者と大杉英史らは、順序凸
多面体の centrally symmetric 配置（論文
［６］）のトーリックイデアルが、逆辞書式
順序に関する二次のグレブナー基底を持つ
ことを示し、その配置の凸閉包であるファノ
凸多面体が反射的凸多面体であることを証
明した（論文［１１］）。その結果を一般化し、
有限グラフから反射的凸多面体の豊富な類
を構成している（arXiv:1507.03221 など）。 
 順序凸多面体は、組合せ論、可換代数、代
数幾何、表現論など、さまざまな分野に現れ
る、もっとも著名な凸多面体の類である。順
序凸多面体は、Ａ超幾何系の理論を媒介とし、
統計分布論とも関連する。その類似の理論を
順序凸多面体に付随するファノ凸多面体で
考察する研究は、今後の課題である。 
（１１）研究代表者と青木敏、大杉英史は、
トーリックイデアルの実験計画法への応用
の一つとして、３水準の Box--Behnken 計画
に基づく頻度データに対し、Ｄ型のルート系
に付随する配置の centrally symmetric 配置
が、自然な統計モデルに対応することを示し
た（arXiv:1502.02323）。更に、その配置の
トーリックイデアルの、或る単項式順序に関
するグレブナー基底の具体的な表示を導く
ことに成功している。そのグレブナー基底は
二次二項式に加え、一般には、３次二項式を
必要とするが、更なる考察から、これらの二
項式の内、二次二項式だけでもトーリックイ
デアルを生成することが確認された。その結
果、p 値の推定に必須なマルコフ基底を簡明
な形で構成することが可能となった。本研究
成果は、多水準の計画に付随するトーリック
イデアルに関する結果としては、最初のもの
と思われ、きわめて独創的である。 
 ルート系に付随する配置は、Gelfand らと、
研究代表者らによる先駆的な研究があり、そ
の centrally symmetric 配置については、凸
閉包の三角形分割に関する研究が遂行され
ているなど、可換代数、凸多面体、計算幾何
などの分野でも重要な研究対象であり、実験
計画法との結び付きはきわめて興味深い。 
（１２）研究代表者と大杉英史は、有限半順
序集合の重複鎖に付随する次数dの単項式が
生成するトーリック環のトーリックイデア



ルを議論し、そのトーリックイデアルが二次
生成であること、そのトーリックイデアルが
二次のグレブナー基底を持つこと、および、
その半順序集合の比較可能グラフが弦グラ
フであること、の３個の条件が同値であるこ
とを示した（arXiv:1602.00285）。その二次
のグレブナー基底は、しかし、squarefree で
はなく、そのトーリック環も、一般には、正
規環とはならない。目下、そのトーリックイ
デアルの生成系をマルコフ基底とする統計
モデルを創成する研究が遂行されている。 
（１３）目下、研究代表者と青木敏は、two way 
subtable sum problems［Hara, Takemura and 
Yoshida (2009)；Ohsugi and Hibi (2009)］
のマルコフ基底を一般化し、周辺が階段状の
平面分配束の two way subtable sum problems
を議論し、その二次マルコフ基底の存在を示
した。その応用とし、２次元変化点モデルの
当てはまりの評価のための、マルコフ連鎖モ
ンテカルロ法による条件付検定の有意確率
計算の手法を考察している。 
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