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研究成果の概要（和文）：ノンパラメトリック操作変数モデルに対するベイズ推定に関して、理論的な研究を進めた。
具体的には、擬事後分布のシャープな縮退レート、および、事後平均によって定義される構造関数のベイズ推定量のシ
ャープな収束レートを導出した（より正確にはそのようなシャープなレートを達成するための事前分布の条件を導出し
た）。内生変数が多変量であるケースや、外生変数があるケースへの拡張も考察した。加えて、上記の結果の、ノンパ
ラメトリック操作変数分位点回帰モデルへの拡張を考察した。

研究成果の概要（英文）：I have studied Bayesian estimation of nonparametric instrumental variables 
models. Specifically, I have derived sharp contraction rates for the quasi-posterior, and sharp 
convergence rates for the Bayesian estimator defined by the posterior expectation (more precisely, I have 
derived conditions for priors under which these sharp rates are attained). I have also studied extensions 
to the cases where there are multivariate endogenous variables and exogenous variables. In addition, I 
have studied extensions of these results to nonparametric instrumental variables quantile regression 
models.

研究分野： 数理統計学、計量経済学
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１． 研究開始当初の背景 
回帰モデルにおいて説明変数と誤差項が相
関しているとき、説明変数は内生的とよび、
そのような内生性のある回帰モデルの推定
は計量経済学の主要なトピックの一つと言
える。内生性のあるモデルの標準的な推定方
法は、構造関数が内生変数の線形関数と仮定
して、適当な操作変数を用いて構造パラメー
タを推定する、というものであるが、近年の
計量経済学の文献においては、構造関数の関
数形を仮定せずにノンパラメトリックに推
定する手法が関心を集めてきている。ノンパ
ラメトリック操作変数モデルに関しては、
Horowitz (2011, Econometrica)によるレビ
ュー論文が参考になる。また、代表的な応用
例として、Blundell, Chen and Kristensen 
(2007, Econometrica)によるエンゲル関数の
推定があげられる。ところで、ノンパラトリ
ック操作変数モデルにおいて、構造関数の推
定問題は数学的には、ill-posed な逆問題であ
り、古典的な線形操作変数モデルの推定や、
通常のノンパラメトリック推定とは異なる
固有の難しさがあることを指摘しておく。 
 
ノンパラメトリック操作変数モデルの推定
は純粋に頻度論的なアプローチによるもの
がほとんどであり、ベイズ推定に関する研究
は少ない。例外として、Liao and Jiang (2011, 
Annals of Statistics)があるが、彼らは（擬）
事後分布の一致性しか示していない。例えば、
事後平均によって定義されるベイズ推定量
の収束レートや、事後分布に基づく構造関数
の統計的推測に関する正当性はわかってい
なかった。 
 
頻度論的な推定と比較したときのベイズ推
定の利点として、先験的な制約（例えば、構
造関数の単調性）を推定に組み込みやすい点
があげられる。また、計算上の利点も指摘し
ておきたい。ノンパラメトリック操作変数モ
デルの一つの重要なバージョンとして、ノン
パラメトリック操作変数分位点回帰モデル
がある。このモデルは、Horowitz and Lee 
(2007, Econometrica)や、Chen and Pouzo 
(2012, Econometrica)において頻度論的な推
定手法の理論解析がなされているが、彼らの
推定手法は、指示関数を含む（従って不連続
な）目的関数の高次元最適化を要するので、
最適化が難しい。しかしながら、事後平均に
よって構造関数を推定する場合、原理的に事
後分布からのサンプリングの算術平均をと
るだけなので、最適化を要さない。ゆえに、
ベイズ推定は、既存の頻度論的な推定手法に
比べて安定的に推定を実行できると予想さ
れる。 
 
２．研究の目的 
ノンパラメトリック操作変数モデルは古典
的な線形操作変数モデルのノンパラメトリ
ック版であり、近年の計量経済学の文献で特

に注目を集めているモデルと言える。本研究
課題の目的は、ノンパラメトリック操作変数
モデルに対して、ベイズないし擬ベイズ的な
推定手法の漸近的な性質を明らかにするこ
とにある。特に（擬）事後分布のシャープな
縮退レートの導出、およびノンパラメトリッ
ク版のベルンシュタイン・ヴォンミーゼス型
の結果はまだフォーマルには導出されてい
ない。これらの結果はベイズ的な手法を用い
て構造関数を推定ないし統計的に推測する
際にキーになる理論的結果である。また、ノ
ンパラメトリック操作変数分位点回帰モデ
ルに対してもベイズ的手法の漸近理論を整
備する。 
 
３．研究の方法 
ノンパラメトリック操作変数モデルに対す
るベイズ推定の漸近理論に関する研究を進
める。具体的には、擬事後分布のシャープな
縮退レートの導出を行う。また、擬事後分布
に基づく構造関数の統計的推測手法を確立
するために、擬事後分布に対してノンパラメ
トリック版のベルンシュタイン・ヴォンミー
ゼス型定理を証明する。本研究課題では、条
件付き平均制約から誘導される擬尤度を考
え、さらに構造関数の級数展開を有限近似し、
一般化フーリエ係数に事前分布を導入する
ことで、擬事後分布を構成する。このとき、
一般化フーリエ展開の打ち切りレベルは、バ
イアスの影響を極限では無視できるように
するために、標本サイズとともに増やす必要
がある。従って、本研究課題は「パラメータ
の次元が標本サイズとともに増えていくベ
イズ統計」を考察しているといえる。ところ
で、「パラメータの次元が標本サイズととも
に増えていく統計モデル」は、近年の統計
学・計量経済学において中心的な課題の一つ
であり、解析に必要な数理的な道具の開発も
著しく進んでいる。本研究課題においても、
そのような最近の数理的な発展を積極的に
取り入れ、よりシャープな数理的成果を導出
することを目指す。漸近理論の考察に加えて、
数値実験を通じて、ベイズ推定量および擬事
後分布に基づく統計的推測手法の妥当性を
検証する。擬事後分布を構成するとき、一般
化フーリエ展開の打ち切りレベルを適当に
決める必要があるが、打ち切りレベルの選択
手法を数値実験を通じて比較する。 
 
また、上記の結果のノンパラメトリック操作
変数分位点回帰モデルへの拡張を考察する。
分位点回帰モデルの場合、構造関数の推定問
題が ill-posed な非線形逆問題になるので、数
理的な取り扱いがより難しくなる。しかしな
がら、分位点効果（quantile effect）、すなわ
ち、説明変数が条件付き分布の分位点に与え
る影響を測定することは、例えば政策効果の
測定として意味があり、本研究は応用上の意
義が認められる。また、ノンパラメトリック
操作変数分位点回帰モデルに対しては、ベイ



ズ推定が計算上の利点を有しているので、そ
の理論的性質の解明は計量経済学の文献へ
の重要な貢献となる。 
 
４．研究成果 
ノンパラメトリック操作変数モデルに対す
るベイズ推定に関して、理論的な研究を進め
た。具体的には、Y、X、W をそれぞれ、目的
変数、内生変数、操作変数としたとき、
Y=g(X)+U、E[U | W]=0 なるモデルをノンパラ
メトリック操作変数モデルと呼ぶ。このとき、
前述した方法で擬尤度を考えると、構造関数
g のベイズ推定を実行することができる。本
研究課題は、このようにして得られた擬事後
尤度のシャープな縮退レート、および、事後
平均によって定義される構造関数のベイズ
推定量のシャープな収束レートを導出した
（より正確にはそのようなシャープなレー
トを達成するための事前分布の条件を導出
した）。内生変数が多変量であるケースや、
外政変数があるケースへの拡張も考察した。
以上の結果をまとめた論文は、Annals of 
Statistics に掲載された（発表論文の⑧）。
次に、上記の結果のノンパラメトリック操作
変数分位点回帰モデル（NPIV-QR モデル）へ
の拡張を考察した。このモデルは¥tau ¥in 
(0,1)を固定したとき、Y=g(X)+U、P(U ¥leq 0 
| W)=¥tau と記述される。既存の NPIV-QR モ
デルの推定手法は、不連続な目的関数の高次
元最適化を要するため、数値的に不安定であ
り、原理的には最適化を必要としないベイズ
推定はこのモデルに対して特に適している
と思われる。NPIV-QR モデルに対しては、期
間中に論文にまとめることはできなかった
が、継続して研究を進めていく予定である。 
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