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研究成果の概要（和文）：離散モデルで高精度にバリア・オプション価格の計算を行うには高メッシュのモデルを利用
する必要がある。そのようなモデルにおいても極めて高速に価格計算が可能なアルゴリズムを開発した。また、オプシ
ョン価格のパラメータ感応度は金融実務では重要なリスク指標であるが、一般的な商品であるアメリカン・オプション
の感応度の計算法は余り研究が多くない。そこで、容易にマリアバン解析の理解を可能とする手法(離散マリアバン解
析)を発案し、各種のオプション感応度の計算法を開発した。これらの手法は金融実務で利用されていくと考える。

研究成果の概要（英文）：In order to evaluate the price of barrier options using binomial tree methods, 
one has to construct very high mesh trees, but it is a time consuming approach. We introduce a new very 
efficient algorithm to compute the price of barrier options using binomial tree methods. Computation of 
Greeks (sensitivity of option price) is also very important task at the financial business practices. We 
introduce a new approach, the discrete Malliavin calculus, to compute the sensitivity of option prices 
with respect to the model parameter. This method enables us to evaluate Greeks for many kinds of 
financial derivatives efficiently.
 These results are published at the high quality peer review journals such as Journal of Computational 
and Applied Mathematics, European Journal of Operational Research, and Journal of Economic Dynamics and 
Control.

研究分野： 数理ファイナンス
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１．研究開始当初の背景 
数理ファイナンスでは 2000 年頃よりオプ

ション価格のモデル・パラメータに対する感
応度(グリークス)の計算法について多くの研
究が行われてきた。グリークスの計算を行お
うとするために、例えば直接数値微分を行う
と、計算結果が不安定になるなどの問題が指
摘されてきた。そこで、多くの研究ではマリ
アバン解析とモンテ・カルロ・シミュレーシ
ョンを組み合わせて解決する方法が取られ
ることが多かった。このアイデアは多くのモ
デルや金融派生商品のグリークスの計算に
対しても取り入れられた。例えば、原商品価
格過程が幾何ブラウン運動に従うモデル(ブ
ラック・ショールズ・モデル)だけではなくジ
ャンプ拡散過程やレビィ過程などさまざま
なモデルに対して適用された。また、プレイ
ン・バニラ型のオプションのみならず、ノッ
クアウト・オプションやルックバック・オプ
ションといった経路依存型商品やアメリカ
ン・オプションのグリークスの計算にも用い
られ多くの研究がなされてきた。 
 
２．研究の目的 
 背景で述べたとおり、オプション・グリー
クスの計算法に関する研究は数多くの研究
蓄積があり、既にほとんど全てのモデルでほ
とんど全ての金融商品について研究されて
いるといっても過言ではない。そのような中
で、マリアバン解析を用いる方法は一般の実
務家には数学的に難解であるものと思われ
た。また、アメリカン・オプションのように
早期行使権が付いた金融商品の解析にはモ
ン・カルロ法よりもバックワード・インダク
ションのような古典的な手法の方が自然な
計算にも感じられた。そこで、2 項分岐木モ
デルに代表される離散モデルを用いたグリ
ークスの計算方法を提案することでオプシ
ョン・グリークスを簡便に計算する方法を考
えることや、アメリカン・オプションのグリ
ークスの計算を行うことを目指し研究を行
うこととした。特に、ジャンプの入ったモデ
ルにおいて、アメリカン・オプションのグリ
ークスの計算を行えるようにすることが一
番大きな目的であった。 
 
３．研究の方法 
 本来、ブラウン運動の汎関数の解析である
マリアバン解析を 2項分岐木モデルのような
ベルヌイ・ランダム・ウォーク上で定義し、
その結果を用いてグリークスの計算を行う
ことを目標とした。すなわち、無限次元の解
析であるマリアバン解析を有限次元で実現
し、その結果を用いてグリークスの計算を行
うことを目指した。一旦、この方法が確立し
たら再結合するジャンプの項が入る場合を
含めた広い意味での 2項分岐木上でグリーク
スの計算が可能となる。また、この手法はツ
リー全体に対して差分を取りグリークスを
計算することとなるが、これを敢えて 1 ステ

ップずつ行えば、バックワード・インダクシ
ョンのアルゴリズムと組み合わせることで
アメリカン・オプションのグリークスの計算
も可能となる。このように、マリアバン解析
を 2項分岐木上で実現することでグリークス
の計算を行った。 
 
４．研究成果 
 ここまで述べてきた2項分岐木を用いたオ
プション・グリークスの計算法を中心に 2項
分岐木を用いたオプション価格評価の分析
について研究成果を出してきた。また、それ
とは別にアジアン・オプションのグリークス
の性質についても研究を行ってきた。これら
の研究成果についてひとつずつ述べていく
こととする。 
 
(1)2 項分岐木を用いた経路依存型金融商品
の価格評価について研究を行った。離散モデ
ルで高精度にバリア・オプション価格の計算
を行うには高メッシュのモデルを利用する
必要があることはよく知られた事実である。 
ところが、高メッシュの離散モデルを用いた
数値計算を行うと計算時間が長くなってし
まう。そのようなモデルでも極めて高速にバ
リア・オプションの価格計算をするアルゴリ
ズムを開発した。例えば、ダブルノックアウ
ト・オプションの計算に 10^9 ステップの 2
項分岐木を用いた場合、通常行われている方
法では 2日計算機を回し続けても解を得るこ
とができなかった。ところが、偏微分方程式
の変数分離法による価格計算法を参考にし
たアルゴリズムを提案したところわずか 0.1
秒未満で価格の計算ができるようになり、私
の知る範囲で 2項分岐木による数値計算とし
ては最速である。この方法を提案することに
よりさまざまなペイ・オフを持つノックアウ
ト・オプションの価格計算を極めて高速かつ
高精度に計算ができるようになった。 
 
(2)ベルヌイ・ランダム・ウォークの汎関数
の差分の理論である離散マリアバン解析を
導入することで、ヨーロピアン・オプション
のグリークスの計算を行った。マリアバン解
析はブラウン運動の汎関数の微分(変分)の
理論であり数学の研究者を中心に研究が行
われてきた。この理論と平行な議論を有限次
元で実現することでマリアバン解析を簡単
に理解することが可能となった。特に、ウィ
ナー・カオス展開やウィック積、スコロホッ
ド積分などのベルヌイ・ランダム・ウォーク
上での理論についても議論を行った。その上
で、離散マリアバン解析をオプション・グリ
ークスの計算に応用した。すなわち、微分を
ベルヌイ・ランダム・ウォークの差分に置き
換えてグリークスの満たすべき公式を導き、
それをバックワード・インダクションで数値
計算を行うことでオプション・グリークスを
高速かつ高精度に計算することができるよ
うになった。 



(3)アメリカン・オプションなどの金融商品
の価格計算ではバックワード・インダクショ
ン・アルゴリズムを用いて価格計算を行うこ
とが多い。ヨーロピアン・オプションのグリ
ークス計算においてはオプション価格をベ
ルヌイ・ランダム・ウォークの汎関数とみな
して一度だけ差分を取ったが、ステップごと
に差分を取ればアメリカン・オプションのよ
うな早期行使権が付いた金融派生商品のグ
リークス計算が可能となるのではないかと
予想される。今回の研究では単純なベルヌ
イ・ランダム・ウォークに留まらずジャンプ
拡散過程を近似するような2項分岐木につい
てもこのような操作が可能であることを示
した。この方法を用いることでジャンプ拡散
過程モデルにおいても高精度にアメリカ
ン・オプションのグリークスの計算が可能な
ことを示した。アメリカン・オプションのグ
リークスの先行研究はあまり数が多くなく、
実務的にも意義の大きな研究成果であると
考えている。 
 
(4)アジアン・オプションのグリークスのう
ち、ボラティリティ、金利水準、満期までの
時刻に対する感応度であるベガ・ロー・テー
タについて関係式があることが見つかり、そ
れについて研究の発表を行った。偏微分方程
式を用いると、実は、ヨーロピアン・オプシ
ョンについても同様の関係式が成り立つこ
とが簡単に示されるが、アジアン・オプショ
ンについては知られていない結果であるも
のと思われる。(ヨーロピアン・オプション
についても過去に指摘があったかどうかも
良く分からない。) アジアン・オプションに
おいては細かな確率的な計算を行うことで
得られる関係式であり興味深いものと考え
る。 
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