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研究成果の概要（和文）：本研究では，頂点作用素代数の既約表現のみたすモジュラー微分方程式と，頂点作用
素代数の関係について考察を進めることで以下の成果を得た．（１）アフィン頂点作用素代数の既約指標の空間
が５次元以下２次元以上の場合には，常にあるモジュラー微分方程式の解空間となることを示した．（２）モジ
ュラー微分方程式を用いてヴィラソロ頂点作用素代数を特徴づけた．（３）３階のモジュラー微分方程式の解析
により存在が予想されていた頂点作用素代数が存在しないことを証明した．

研究成果の概要（英文）：We study several relations between characters of simple modules of vertex 
operator algebras and modular linear differential equations and obtain the following results. (i) We
 prove that if the dimension of characters of simple affine vertex operator algebras is less than 6 
and greater than 1, then the space of characters is a solution space of a modular linear 
differential equation. (ii) We give a characterization of Virasoro vertex operator algebras by means
 of modular linear differential equations. (iii) We show that there are no good vertex operator 
algebras with central charges 164/5 and 236/7 whose characters are solutions of modular linear 
differential equations of order 3.

研究分野： 頂点作用素代数
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１．研究開始当初の背景 
頂点作用素代数は，理論物理学における共形
場理論の数学的な対応物であって，数理物理
学だけではなく，有限群論，モジュラー形式，
テンソル圏，リー理論などの様々な数学的な
対象と関係している． 
 
頂点作用素代数とモジュラー形式との関係
として，指標のモジュラー不変性が挙げられ
る． 
 
この性質は，頂点作用素代数が C_2 有限性お
よび有理性条件を満たす場合に，既約表現の
トレース関数が(モジュラー変換で不変な空
間である)種数 1 の共形ブロックの空間の基
底となることから従う．この性質の際には，
トレース関数すべてがモジュラー微分方程
式と呼ばれる特別なタイプの微分方程式の
解となることが重要な役割を果たす．特に，
既約表現の指標はトレース関数に真空元を
代入して得られるので，頂点作用素代数の既
約表現の指標の生成する空間はあるモジュ
ラー微分方程式の解空間の一部となってい
る． 
 
このモジュラー微分方程式を用いて頂点作
用素代数の分類を行う，という研究が行われ
ているが，これは 20 年以上前に 2 階の微分
方程式においてのみ行われていた．そこで，
より高い階数の微分方程式に対応する頂点
作用素代数を分類する問題が自然に考えら
れる． 
 
頂点作用素代数の表現のテンソル積(フュー
ジョン積)は種数 0 の共形ブロックの空間を
用いて定義される．この理論は，特に表現の
圏が半単純の場合には確立されており，トレ
ース関数のモジュラー不変性を用いて，フュ
ージョン積の分解則を決定する Verlinde の
公式やテンソル圏やその対象の不変量であ
る，大域次元や量子次元の理論も近年良く調
べられている． 
 
２．研究の目的 
本研究では，頂点作用素代数の持つ性質とし
て最も特徴的である，指標のモジュラー不変
性と表現の圏が(モジュラー)テンソル圏とな
る，という二つの性質を，捩れ加群やスーパ
ー代数の場合に対して拡張することを目的
とする．また，モジュラー不変性において重
要な役割を果たすモジュラー微分方程式と
頂点作用素代数の関係についても考察を加
える．具体的な目標は以下の通りである． 
 
(1)頂点作用素(超)代数の自己同型による捩れ

をもつ加群に対する種数 0 および 1 の共形ブ

ロックの空間を交絡作用素や擬跡関数を用

いて記述すること． 

 
(2)頂点作用素超代数の捩れ加群に対するフ
ュージョン積の理論を確立すること． 
 
(3)モジュラー微分方程式に対応する頂点作
用素代数を分類すること． 
 
３．研究の方法 
上記の各研究目的を達成するための方法を
述べる. 
 

(1) 研究代表者によりこれまでに得られた

結合代数の自己同型に付随する線形関数を

用いて，擬跡関数の概念を捻れ加群上に定義

し，これが種数 1の共形ブロックの空間の元

となることを証明する．さらに，ここで定義

した擬跡関数が種数1の共形ブロックの基底

となることを示す． 

 
(2) 頂点作用素超代数とその捩れ加群の間
に定義される交絡作用素と，種数 0の共形ブ
ロックの空間の関係を確立する．さらに，頂
点作用素超代数がよい条件を満たしている
場合に，2 つの表現のフュージョン積が存在
することを証明する． 
 
(3) 頂点作用素代数の既約表現の指標の空
間が 3または 4階のモジュラー微分方程式の
解空間の部分空間となることを仮定して，そ
のような頂点作用素代数の中心電荷の候補
を決定する．さらに，各中心電荷に対して得
られる微分方程式を解くことで，指標の候補
をリストアップし，対応する頂点作用素代数
を決定する． 
 
４．研究成果 
主要な研究成果は以下の通りである． 
 
(1) アフィン頂点作用素代数の既約表現の
指標の空間がいつモジュラー微分方程式の
解空間と一致するかについて考察し，指標の
生成する空間の次元が 2 以上 5 以下ならば，
この空間は必ずモジュラー微分方程式の解
空間と一致することを証明した．さらに，一
部の型とレベルのアフィン頂点作用素代数
に関しては，その指標の空間の次元を元の単
純リー代数のランクのみに依存する形で導
き，その結果，レベルが 1の場合には E_8 型
の場合をのぞいて，指標の生成する空間がモ
ジュラー微分方程式の解空間と一致するこ
とを証明した. また，指標の生成する空間が
20 次元までのアフィン頂点作用素代数につ
いて，その指標の空間がモジュラー微分方程
式の解空間と一致しているかどうかについ
て調べた. この結果は論文としてLetters in 
Mathematical Physics に掲載済みである．ま
た，この成果を，東華大学(台湾)での国際研



究集会で発表した． 
 
(2) 既約表現の指標の生成する空間が3また
は4階のモジュラー微分方程式の解空間に含
まれる，という条件をみたす頂点作用素代数
の分類を行い，4 階の場合には完全な分類結
果を得た．この場合には結果としてヴィラソ
ロ頂点作用素代数と，その単純カレント拡大
のみが現れる．ここで得られる結果を一般化
し，ヴィラソロ頂点作用素代数およびその単
純カレント拡大の既約表現の共形ウエイト
がその頂点作用素代数自身を除いて整数に
ならないとき，(階数に関係なく)モジュラー
微分方程式の形のみから頂点作用素代数が
決まってしまうことを証明した．この成果は
論文にまとめ，現在投稿中である．また，四
川大学(中国)および京都大学の研究集会で
この成果を発表した． 
 
3 階のモジュラー微分方程式に対応する場合
には，頂点作用素代数の中心電荷の候補(11
個)と，その中心電荷に対応する場合に現れ
る微分方程式を決定することができたが，対
応する頂点作用素代数が一意的かどうかに
ついては，ヴィラソロ頂点作用素代数および
その単純カレント拡大になるもの(3 個)以外
では証明できなかった．しかしながら，現れ
た微分方程式の解を完全に記述することに
成功し，11 個の中心電荷のうち 9個は，対応
する頂点作用素代数が存在することがわか
った．また，対応する頂点作用素代数が存在
するかどうか不明な 2つの場合には，対応す
るモジュラー微分方程式の解がヴィラソロ
頂点作用素代数の既約表現の指標の多項式
として表されることを証明した． 
 
(3)上述のように，3階のモジュラー微分方程
式をみたすような頂点作用素代数の中心電
荷の候補のうち，対応する頂点作用素代数が
見つかっていないものが 2つ存在した．これ
らはもし存在したとしても，C_2 有限かつ有
理的な頂点作用素代数とはなり得ないこと
を証明した．証明では，(2)で得られたモジ
ュラー微分方程式の解のヴィラソロ頂点作
用素代数の指標を用いた表示を使って，解の
モジュラー変換を計算した．この結果を用い
て対応するモジュラーテンソル圏の不変量
を二通りに計算することで，矛盾を導いた．
さらに，他の研究グループにより数値的に確
認されていた，楕円 j関数をヴィラソロ頂点
作用素代数の既約表現の指標の多項式で記
述する公式を厳密に証明した．この成果は現
在論文作成中である． 
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