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研究成果の概要（和文）：主な研究成果は、2次元D型特異点上の純層の分類についてである。分類といっても、分類が
完成したのではなく、分類することが困難であることが研究して分かった。2次元A型特異点の場合は、石井-上原によ
り分類が完成されている。この場合の結果は、Grothendieckによる射影直線の直規約ベクトル束の分類とパラレルな結
果が成り立つ。
一方で、本研究を通じて分かったことは、D型特異点の場合は、いくらでも大きい階数の直規約なベクトル束存在する
ことが分かった。

研究成果の概要（英文）：The main results of these program is "the classification" of pure sheaves on type 
D singular points. More precisely, we show that it is impossible to classify pure sheaves on type D 
singular points. We have to remark that
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１．研究開始当初の背景
ここで考える圏は 2次元 Calabi-Yau圏である.

つまり Serre関手が 2回シフトになる三角圏であ
る. もっとも典型的な例は, K3曲面X(または abel

曲面上)の連接層のなす導来圏Db(X)(≈層の複体
のなす圏)である. K3曲面の導来圏の他に, 有理二
重特異点から構成される圏が例としてある. Kac-

Moody Lie環が, (i) 有限型, (ii) Affine型, (iii) in-

definite型の 3通りあるのと同様に, 2次元Calabi-

Yau圏も主に 3種類知られている. たとえば, K3

曲面の導来圏は (iii)であり, 有理二重特異点から
構成される圏は (i)または (ii)がある. ここでは,

これらの圏を念頭に置いている.

まず 2002年に Bridgelandは「(三角)圏に対す
る安定性条件」という概念を定義した ([2]). (三角)

圏が特に代数多様体Xの連接層の導来圏Db(X)(≈
層の複体のなす圏)の場合を考える. これの一つの
見方として, 連接層に対する µ-安定性から連接層
の複体に対する “安定性”への拡張, とみれる. そ
して, µ-安定性はX 上の豊富直線束 Lを一つ決め
る毎に定まっていた. 別の見方をすれば, µ-安定性
の “モジュライ空間”は, 豊富直線束たちからなる
錘であった. これと同様に, D(X)上の安定性条件
達の集合は, 空でなければ各連結成分は複素多様
体となることが知られている. そして, 具体的に
X が K3曲面の場合にD(X)上の安定性条件集合
Stab(X)は空でないと知られている ([3]). という
のも, Stab(X)のある連結成分 Σ(X)を明示的に
構成されているからである.

私は特に, K3曲面の連接層の導来圏上の安定性
条件の空間の単連結性について研究していた. 当
時は, Picard数 1のK3曲面の場合には予想が簡単
になり解決出来るのではないかという期待があっ
た. 残念ながら, 自分で解決することは出来ず, 予
想がなりつための, 当時は意外な (しかし後になっ
て振り返ると当たり前の)必要十分条件を見つける
にに留まった. そして, 当時, 自分で見つけた単連
結性のための必要十分条件が実際に成り立つこと
をどうやって証明すべきかを研究していた.

2.研究の目的
研究の目的は, 一般のK3曲面について安定性条

件の空間の単連結性を解決することであった.

もともと, 上記の 2次元Calabi-Yau圏について,

安定性条件の空間は空でないことが知られている
([3], [4]) そして, これらの場合に安定性条件の空

間は連結かつ単連結であることが予想されている.

実際, A型特異点の場合には石井-植田-上原により
予想が肯定的に解決されている ([7])

これらの予想はいくつかの興味深い点がある. ま
ず, K3曲面の場合に, 予想が正しければ, その導来
圏の自己同型群が決定できる. 一般に, 多様体の標
準束が自明な場合に, その多様体の導来圏の自己同
型群を決定することは困難であるため, これは有意
義なことである. そして, 有理二重特異点の場合の
安定性条件の空間の単連結性は, Brieskornに端を
発する K(π, 1)-予想 ([5])と密接な関連にあり, こ
れもまた興味深い.

３．研究の方法
K3曲面の連接層の導来圏上の安定性条件の空間

は, IV型対称領域上の被覆空間として実現されて
いる. 一方で, IV型対称領域上の保型形式を構成
する方法として, Borcherds積と呼ばれる方法があ
る. この方法を, 安定性条件の空間の場合に拡張し,

その帰結として安定性条件の空間の単連結性を示
すことが, 当初に考えていた研究の方法であった.

そのために, 習熟しなければならない課題は頂点作
用素代数であった. K3曲面の導来圏から, どのよ
うにして頂点作用素代数 (または, 頂点作用素代数
とは限らない一般の代数系)を構成するためのアイ
ディアを得ることが重要な課題である.

４．研究成果
まず, 否定的な側面から述べる. 一つは, K3曲面

の導来圏から頂点作用素代数を構成するアイディ
アを得ることは, 非常に困難な課題であることが
分かった. 今も, 具体的にどうすればよいか分か
っていない. ただ, 導来圏ような三角圏ではなく,

Diffrencital Graded圏を考えた方が将来的に有望
ではないか, ということを認識したことは個人的に
有益であったと考える. すぐには成果に反映され
ないだろうが, 今後数年の長い目で見ると, 重要な
認識となるはずである.

そして, もう一つ残念なことに, Picard 数 1 の
場合の K3曲面の安定性条件の空間の単連結性は
Bayer-Bridgelandにより解決されてしまった ([1]),

ということがある. これは, 当初の「Picard数 1の
場合に予想は解ける」という期待は正しかったこ
とを意味する. しかし同時に, 自分の期待を自ら解
決できるだけの実力が足りなかったことも示唆し
てしまっている.



そして, 今後の課題として, Bayer-Bridgelandに
よる証明の詳細を一般の Picard数への拡張は誰も
が考えることである. 現在, それは現実的ではない.

これらの課題を克服し, K3曲面の導来圏のみなら
ず, 有理二重特異点に付随する導来圏の場合なども
念頭においた, 安定性条件の空間の単連結性を解決
するためには, 根本的に新しいアイディアが必要だ
と考えられる.

また, これらと関連して, D 型特異点の場合に,

安定性条件の空間の連結性についても研究した. 冒
頭で述べた石井-植田-上原による研究を, D型の場
合に拡張することが目的であったが目立った成功
は未だ得られていない. ただ, この方針で解決を目
指す場合に次のことが問題となる: D 型特異点の
基本サイクル上の純層を分類できるか？たとえば,

A型, とくに A1 型の場合, この問題を言い換える
と, 次のようになる:射影直線上のベクトル束を分
類できるか？周知のように, この問題は解くことが
可能である. その結果は, 所謂, Grothendieckの定
理である. つまり, Grothendieckの定理のある種
の一般化が可能か？という問題を解かねば, 上の方
針での解決は望めない. そして, 先の方針で研究が
上手く行かないのは, この問題が解けないからで
ある.

ただ, 幾分興味深いことも分かった. まず,

Grothendieckの定理は, 射影直線の自然な拡張と
して射影空間の場合に一時期研究されていた. た
とえば, 4次元以下の射影空間 Pn (2 ≤ n ≤ 4)の
場合には, 階数 2のベクトルで直既約なものが存在
することが知られている. より高次元で, 直既約ベ
クトル束が存在について研究されていた時期があ
る 1. この問題の重要性はさておき, ここで幾分面
白いのは, 高階数の直既約なベクトル束を見つける
ことに苦労しているということである.

射影空間の場合と比べると, 有理二重特異点の基
本サイクルの場合には, 状況が異なる. まず, A型
特異点の場合には, Grothendieckの定理がそのま
ま一般化出来る. これは石井-上原による研究であ
る ([6]). 従って, この研究を D型の場合に拡張す
ることを目指すことは至極自然である. こうして,

上で述べた問題を解くことが課題となる.

しかし, 先述の通り, この問題は未だ解決に至っ
ていない. しかし, 次のことが分かった:

1個人的には, 今は研究されていないテーマだと考える. 率
直にいって, 問題意識が “安く”重要とは言えない, というのが
個人的な意見である.

1. D型の被約基本サイクル上の純層はいくらで
も大きい “階数”の純層が存在する.

2. しかし rigidな純層に限ると, 純層の “階数”は
上に有界である.

まず, 被約基本サイクル上の場合にしか研究でき
ていない事がこの研究の欠点である. そして, ここ
で考えいている概型は既約ではないので, 階数の
定義が問題である. ここでは, これらの問題棚に上
げ, 利点について考える. 1は, 高次元の射影空間
の場合と比べると, 対照的であり興味深い. つまり,

純層を分類することが困難であることを示唆して
いる.

安定性条件の空間の連結性, というも元来の問
題に立ち返ってみよう. この場合, 実は全ての純層
を分類する必要は無い. rigidな純層だけ分類でき
れば十分なのである. それを鑑みると, 2は微妙な
問題を提起している. 1の知見に経つと, 純層の分
類問題は不可能であるかのように見える. しかし,

元来の問題意識に立ち返ると, 1が分かったからと
いって, 諦める理由にならないことを 2 が主張し
ている. 各して, A型の場合にはスッキリ解決出来
た問題が, D 型の場合には随分と微妙な問題に成
ることが分かったのである. この研究を公表する
かどうかは, 今後の研究の進展具合によって決定し
たい.
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