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研究成果の概要（和文）：本研究課題の目標のひとつは，球面の次元と，球面上の有限集合の濃度を固定した時に，最
小距離を最大にする配置は何かという，最適球面コードの問題に進展を与えることであった。球面有限集合において強
力な手法として知られていた線形計画限界（Delsarte's method）の，正則グラフでの「双対化」に成功した。正則グ
ラフのスペクトル（隣接行列の固有値）には，球面上の有限集合の距離と，ある意味で双対な関係がある。球面コード
（球面上の有限集合）と正則グラフの間で，同様の結果が期待でき，互いに影響し合いながら発展することが期待でき
る。

研究成果の概要（英文）：We would like to obtain progress of optimal spherical codes in this research 
project. One of major problems of optimal spherical codes is to find a spherical finite set which has 
maximum minimum-distance between distinct points among the equal-sized spherical sets. The linear 
programming bound (Delsarte's method) is a powerful tool to obtain a bound for the size of spherical sets 
for given distances. For regular graphs, we gave the ``dual'' version of the linear programming bound. 
The spectrum (the eigenvalues of the adjacency matrix) of a regular graph has some dual relationship to 
the distances on a finite spherical set. We can expect similar results between spherical codes (spherical 
finite sets) and regular graphs, and developments of both objects from each other.

研究分野： 代数的組合せ論

キーワード： デルサルト理論　球面集合　正則グラフ　グラフの固有値　最適球面コード
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１．研究開始当初の背景 
代数的組合せ論において，ある意味で“良

い”とされる球面上の有限集合には，群論的
な背景を持つアソシエーションスキームと
呼ばれる代数的構造が潜んでいる．配置の良
さと，付随する代数的構造の良さは双方向的
なものがあり，良い配置の構成，特徴づけを
行うことで，その代数的構造の良さを配置理
論の言葉で表現することが出来る．本研究で
は，必ずしも代数的構造が付随しない，代数
的組合せ論における重要対象である，接吻数
配置，距離集合配置，球面デザイン配置等の
構成，分類，特徴づけを行うことで，新たな
代数的構造の発見や，特徴づけを行う．新た
に見出された代数的構造からは，様々な数学
的対象への応用が期待できる． 
球面上の“良い”有限集合として，接吻数

を与える配置，ある意味で球面を近似する集
合（デザイン），2点間の距離の関係に注目し
た集合（コード）などが知られる．球面 tデ
ザインと, コード的な概念であるs距離集合
のパラメーターs，t の間には，t<2s+1 とい
う関係があるが，tが 2s に近いとき，アソシ
エーションスキームなどの非常に対称性の
強 い 性質を 持 つこと が 知られ て い る
[Delsarte, Goethals, and Seidel (1977)]． 
 
２．研究の目的 
最適コードに対して距離の個数の上界を

与えることで，距離集合の議論に落とし込み， 
D_4 ルート系が最適コード（頂点数を固定し
たときに，最小距離が最大となる配置）であ
ること，そして接吻数として一意的であるこ
とを証明する． 
 
３．研究の方法 
まず，s 彩色グラフの s 距離集合としての

埋め込み理論を構築することを目的とする．
2 距 離 集 合 に 対 し て は Einhorn and 
Schoenberg(1966)，Roy(2010)などの結果が
すでに知られている．LRS 比[Nozaki(2011)]
が，s 彩色グラフの固有値となる事実を応用
し，その関係行列の性質を特徴付ける．この
理論を応用し，グラフの球面コードとしての
埋め込み理論の構築を行う．|X|=24, d=4 と
固定し，最適コードの候補となるグラフの関
係行列の特徴づけを行い，内積の個数 sを上
から評価する．内積の種類を決定し，D_4 ル
ート系が最適コードを与える唯一の配置で
あることを示す．さらに D_4 ルート系が 4次
元接吻数を与える配置として一意的である
ことを示す． 
 
４．研究成果 
実際には，D_4 ルート系が 4 次元接吻数を

与える配置として一意的であることは，期間
内に示すことは出来なかった．しかしながら，
証明を試みる中で，当初予期していなかった，
本研究とも関連が深く，それ自身意義のある
代数的組合せ論の問題に進展を与えること

が出来た．8 本の論文が，組合せ論の査読付
き国際誌へ受理された．いくつかの論文の概
要を，本研究との関連と共に紹介したい． 
 
 ユークリッド空間上の有限集合が，異なる
二点間のユークリッド距離が全て整数であ
るとき，integral point set と呼ばれる．
Integral point set には，次元と有限集合の
サイズを固定したときに，最大距離を最小化
したいという問題意識がある．単独で執筆し
た「Lower bounds for the minimum diameter 
of integral point sets」[雑誌論文⑨]では，
その最大距離の既存の下界を一般に改善す
ることに成功した．ここでの証明の方針は，
集合の隣接関係から得られる行列の固有値
を解析することであった．本研究の最初の課
題として，s 種類の隣接関係を持つグラフ構
造の，s 距離集合（異なる 2 点間のユークリ
ッド距離がs種類であるユークリッド空間上
の有限集合）としての，ユークリッド空間へ
の埋め込み理論の構築を挙げた．そこでは，
隣接関係を表す行列たちの固有空間の解析
が重要である．[雑誌論文⑨]では，サイズの
大きいs距離集合に対して，その隣接行列が，
ある特別な重複度の大きい整数固有値を持
つことが示されており，それが大きなブレイ
クスルーとなっていた．この固有値の議論か
ら，一般のグラフ構造の，s 距離集合として
の埋め込み理論を発展させたい． 
 
 本研究課題における大きな目標の一つが，
球面の次元と，球面上の有限集合の頂点数を
固定したときに，互いに異なる２点間の距離
の最小値を最大にする配置を決定する問題
（最適球面コードの問題）に進展を与えるこ
とであった．正則グラフのスペクトル（隣接
行列の固有値）には，球面上の有限集合の距
離と，ある意味で「双対」の関係がある．球
面コード(球面上の有限集合)と正則グラフ
の間で同様の結果が期待でき，互いに影響し
合いながら発展することが期待できる．
「Linear programming bounds for regular 
graphs」[雑誌論文④]では，正則グラフの頂
点数に関する上界を，正則グラフの異なる固
有値の情報から，線形計画法に基づく新たな
手法で示した（線形計画限界）．すでに球面
上の線形計画限界は知られており，その有効
性が多くの場合に確認されている．グラフの
線形計画限界を用いて，スペクトラルギャッ
プ（最大固有値と２番目に大きい固有値の
差）が最大となるグラフを，無限系列を含む
格好で決定した．正則グラフの線形計画限界
が示されたことで，正則グラフと球面コード
の類似性が，より明確化され，正則グラフで
知られている有効な結果の球面コードでの
類似物を模索することで，球面コードの本質
的な進展が期待される． 
 
 複素球面上の有限集合で，異なる２点間の
複素内積の値が 2 種類に限るものを 2-code



と呼ぶ．須田庄氏（愛知教育大学）との共同
研究によって，複素球面の次元を固定した時
に，元の個数が最大もしくは最大に近い
2-code の分類，特徴付けを行った．実際に，
最大な2-codeは，doubly regular tournament
と skew Hadamard matrix から構成される．
関 連 の 結 果 を ま と め た 論 文 「 Complex 
spherical codes with two inner products」
が，組合せ論専門誌「European Journal of 
Combinatorics」へ掲載された[雑誌論文③]． 
n 次元ユークリッド空間において，-1, 0,1

の成分の個数がそれぞれ 1, n-3, 2 であるベ
クトル全体からなる集合を L とする．L の部
分集合で，L の最大距離を持たない最大な部
分集合 Xの分類を，安達沙織（愛知教育大学
大学院生）との共同研究により得た．この結
果の応用として，ジョンソンスキーム J(9,4)
の埋め込みを含む最大な4距離集合の分類を
得た．これらの結果をまとめた論文「On the 
largest subsets avoiding the diameter of 
(0,±1)-vectors」は，組合せ論専門誌「Ars 
Math. Contemp.」への掲載が決まっている[雑
誌論文①].  
以上２点の論文[雑誌論文③， 
①]は，ユークリッド空間または複素球面

上の特別な有限集合の，アソシエーションス
キームなどの代数的構造との関係性を明ら
かにするものであり，本研究の重要な成果で
あるといえる． 
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