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研究成果の概要（和文）：モジュライ空間の量子対称性、特にAGT予想について研究を進めた。またAGT予想のK理論な
いし差分類似に関連して、量子トロイダル代数と変形W代数の構造論・表現論を研究した。具体的には変形Virasoro代
数のWhittakerベクトルの明示公式、N=1超共形代数の特異ベクトルの明示公式、Zamolodchikov型漸化式を証明した。
また量子トロイダル代数に関連して、Ringel-Hall代数のDrinfeldダブルと2周期複体のBridgeland-Hall代数の同値性
を示した。

研究成果の概要（英文）：We studied the quantum symmetry of the moduli spaces, focusing on the AGT 
relations and its K-theoretic/difference analogue.
We achieved some explicit formulas on the quantum algebras such as quantum toroidal algebras and deformed 
W-algebras.
We also studied the Ringel-Hall algebra, its Drinfeld double and Bridgeland-Hall algebra of two-periodic 
complexes, particularly focusing on the case of coherent sheaves over a curve.

研究分野：表現論、代数幾何学

キーワード： 量子代数　モジュライ空間
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１．研究開始当初の背景 
 
代数曲面上の枠付き安定層のモジュライ空
間や射影直線から旗多様体への写像のモジ
ュライ空間のコンパクト化は、その同変コホ
モロジー群や同変 K群にW代数や量子アフ
ィン環等の無限次元代数が作用するという
意味で、大きな対称性を持つ。 
本研究の大まかな目標は、今まで個別になさ
れてきたモジュライ空間の対称性の研究を、
Ringel-Hall代数、量子 Drinfeld-Sokolov還
元や量子群の構成法といった、量子代数の手
法に基づく組織的な研究に昇華させること
にある。 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) まずモジュライ空間と無限次元代数との
関わりについて箇条書きで述べる。 
① 中島(1997)により、平面上の点の

Hilbert 概型のホモロジー群の直和
に無限次元 Heisenberg 代数が作用
することが示された。 
② 前項で同変ホモロジーの代りに同変

K群を考えると、gl(1)量子トロイダ
ル代数(Ding-Iohara-Miki 代数とも
呼 ば れ る ) が 作 用 す る 事 が
Feigin-Tsymbaliuk(2011) により示
された。 
③ 中島(2001)による、箙多様体の同変

K群への量子ループ代数の作用の構
成。 
④ 基点付き射影曲線から一般線型群の
旗多様体への写像のモジュライ空間
のコンパクト化として、局所
Laumon 空 間 が あ る 。
Braverman-Finkelberg(2005)によ
りその同変K群にもA型量子ループ
代数が作用する。 
⑤ 超弦理論における AGT 予想

(Alday-Gaiotto-Tachikawa, 2010)。
元来は射影曲面上の階数 2の枠付き
連接層（インスタントン）のモジュ
ライ空間から定義される Nekrasov
分配函数と、Virasoro代数の共形ブ
ロックが一致するという予想であっ
た。予想の退化版は柳田(2011)によ
り証明が完成した。 

(2) 前項⑤の AGT 予想について、その後の
展開を本研究の目的と合わせて説明する。 
⓪ 元来の AGT 予想は 4 次元 N=1 超対
称性ゲージ理論と 2次元共形場理論の等
価性という物理の予想であった。 
① 退化版 AGT 対応の最も単純な一般
化、すなわち階数 r の場合、モジュ
ライ空間の同変コホモロジーに Lie
環 sl(r)とその主冪零元に対応したW
代数が作用する。この主張は gl(1)量
子トロイダル代数の退化を用いて

Schiffmann-Vasserot(2013)により
証明された。またMaulik-Okounkov
による、箙多様体の stable envelope
からW代数のスクリーニング作用素
を幾何学的に構成する方法(2013)も
ある。 
② さらに構造群を simply racedな単純

Lie群とした場合。インスタントンの
モジュライ空間の交叉ホモロジー群
に W 代数が作用する。この W 代数
は構造群に付随する Lie 環とその主
冪零元に対応するものである。この
主張は Braverman-Finkelberg-中島
(2014)により証明されている。その
手法は①の Maulik-Okounkov の方
法を拡張して特異なインスタント
ン・モジュライ空間に適用するとい
うものである。 
③ K 理論類似。元来のベクトル束上の
インスタントンの場合は、モジュラ
イ空間はGiesekerモジュライと呼ば
れる半安定性層のモジュライ空間と
も思えるので、特に非特異であり、
同変 K群を考えることができる。こ
の場合作用する代数はA型変形W代
数のはずである(粟田・山田の予想、
2010)。 

(3) 本研究では K理論的 AGT予想とそれに
纏わる量子代数の表現論、およびその代
数幾何学的構成を研究対象とする。 
具体的に以下の項目を研究する。 
① K 理論的 AGT 予想にまつわる変形

W代数の性質。特にWhittakerベク
トルの性質。 
② 量子トロイダル代数の性質。特に

Ringel-Hall代数としての性質。 
③ K理論的 AGT予想の証明 
④ K 理論的 AGT 予想の応用、特にパ
ラメータの特殊化。 
⑤ 共形場理論の差分変形、および量子

Drinfeld-Sokolov還元の変形。 
 
 
３．研究の方法 
 
「２．研究の目的(3)」で述べた各項目にそ
って説明する。 
(1) コホモロジー版の AGT 予想においてモ
ジュライ空間のホモロジー群が W 代数
の表現となるが、モジュライ空間の基本
類は W 代数の Whittaker ベクトルにな
るべし、というのが退化版 AGT 予想の
主張である。Whittaker ベクトルは Lie
環の場合に Kostant によって 70 年代に
導入され、W代数の類似を定義すること
も簡単だが、実際に研究が始まったのは
2009 年以降である。柳田(2011)により
Virasoro 代数の Whittaker ベクトルが
Jack 対称函数を用いて明示的に表示さ
れている。K理論版の予想がある（粟田・



山田、2010）が本研究が始まった時点で
は未解決である。その証明を与えたい。
コホモロジー版ではWhittakerベクトル
の漸化式が表現論的に構成され、あとは
明示公式がそれを満たすことを計算で確
認するというものであった。表現論的な
構成というのは、Calogero-Sutherland
ハミルトニアンの無限変数版を Fock 表
現上の作用素と思うと、Virasoro代数の
Feigin-Fuchsによる Fock表現を用いて
明示化できるという事実を用いる。 
K理論類似を考えると、変形 Virasoro代
数の Fock表現とMacdonald差分作用素
の無限変数版との関係を用いることがで
きると考えられる。 

(2) K 理論的 AGT 予想で中心になる量子代
数は gl(1)量子トロイダル代数である。ま
ずその構造論と表現論を研究する。 
この量子代数は位相的Hopf代数であり、
また Fock 表現とよばれる基本的な表現
も持つ。Fock表現は階数 1のインスタン
トン・モジュライ、即ち平面上の点の
Hilbert概型、の同変 K群 Fへの作用と
同型である。階数 r のモジュライの同変
K群は Fの r回テンソル積と線形空間と
しては同型なので、あとは余積構造を調
べれば代数の作用が分かる事になる。 
余積構造の研究のために、量子トロイダ
ル代数の様々な実現・表現の関係を整理
する必要がある。現在以下の 4つの構成
が知られている 
①  Macdonald 差分作用素の自由場表
示  
② Hilbert 概型の同変 K 群上の幾何学
的な構成  
③ 半無限ウェッジ積を用いたもの  
④ 楕円曲線上の連接層の Ringel-Hall
代数の Drinfeldダブル 

  上述の Hopf 代数の構造が分かりやすい
のは④の Hall 代数を用いるアプローチ
である。以下これについて詳しく説明す
る。 
任意の Abel圏に対して Extの数を構造
定数に用いることで Hall 代数と呼ばれ
る結合代数が得られる。大域次元 1の場
合はこれが双代数になり、特に
Ringel-Hall 代数と呼ばれる。この双代
数は比較的緩やかな条件のもと Hopf代
数の構造をもつ。特に Abel圏として（非
特異射影）曲線上の連接層のなす圏をと
ることができる。 
2つのHopf代数にHopf形式と呼ばれる
双線形形式が与えられると、Drinfeld 
doubleと呼ばれる新しいHopf代数を構
成することができる。この構成を上記の
Ringel-Hall 代数とそれ自身の上の
Euler形式に適用することができる。得
られる Hopf代数を「曲線上の連接層の
Hall代数の Drinfeldダブル」と呼ぶ。 
このように構成された Hall 代数は幾何

学的な背景を持つため、その構造の研究、
特に自己同型の研究に役立つと期待さ
れる。 

(3) コホモロジー版の AGT 予想の証明にな
らって K理論版の証明を与えたい。2つ
の手法が考えられる。 
① 柳田(2011)による漸化式を用いた照
明。つまり、Nekrasov 分配函数と
Whittaker ベクトルのノルムが同じ
漸化式で特徴づけられることを用い
る。 
② K理論的 stable envelopeを用いて変
形W代数のスクリーニング作用素を
幾何学的に構成する。 

(4) K 理論的 AGT 予想には 2 つのパラメー
タ qと tが付随する。幾何学的には複素
アファイン平面上に作用する 2次元トー
ラスの指標であり、表現論的には変形W
代数のパラメータである。t=q^βで q→1
の極限をとるとコホモロジー版のパラメ
ータβに帰着する。対称多項式の文脈で
はMacdonald対称多項式から Jack対称
多項式への退化におけるパラメータの振
る舞いに対応している。 
この極限以外にも面白い極限がある。そ
れは zを 1のm重根として t=z q^βで q
→1とするものである。Macdonald多項
式でこの極限をとるとUglov対称多項式
と呼ばれるものになり、affine Yangian
の Fock表現の基底を与える。 
AGT 予想の文脈でこの対応を考えると、
Uglov 対称多項式が平面の m 次巡回群
Zm による商（の特異点解消）上のイン
スタントン・モジュライと関係し、また
“Zmを次数付けとするW代数”の作用
があるとも推測できる。 
この描像をより具体化し、予想や証明を
与えたい。 

(5) W 代数の共形ブロックが物質場付き
Nekrasov分配函数であるというのが（退
化していな）元来の AGT 予想の主張で
あるが、K 理論版を考える場合、今の所
共形ブロックに対応する概念が変形 W 
代数には存在しない。量子トロイダル代
数の Fock 表現の絡作用素が（部分的で
はあるが）その対応物を与えるものと期
待される。この様に、量子代数を用いる
アプローチは共形場理論の差分変形を与
える可能性がある。頂点代数の変形、量
子Drinfeld-Sokolov還元の変形について
もある程度の理論的枠組みを与えること
も目標とする。 

 
 
４．研究成果 
 
「２．研究の目的(3)」で述べた各項目にそ
って説明する。 
(1) 変形Virasoro代数のWhittakerベクトル
の明示公式を証明した。（雑誌論文(5)） 



証明の方針は「3.研究の方法(1)」で述べ
た通りだが、より詳しく述べると、必要
な漸化式の導出には変形 Virasoro 代数
でなく gl(1)量子トロイダル代数の Fock
表現を用いる。 
(2) Hall 代数に関して２つ結果を得た。 
① 大域次元1の有限なAbel圏について、
について、その Ringel-Hall 代数の
Drinfeldダブルと2周期複体のHall
代数が同型であることを証明した
（雑誌論文(5)）。2 周期複体の Hall
代数は Bridgeland(2013)が導入し
たものであり、そこで上記の主張が
述べられてはいたが、証明がなかっ
たため私が与えた。 

② 特異な曲線に対する Ringel-Hall 代

数の枠組みを与えた。特に node およ

び cusp を 1 つもつ曲線に付随する

Hall 代数は楕円曲線上の Hall 代数

と同型である。結果はプレプリン

ト”Quantum toroidal algebras and 

motivic Hall algebras I. Hall 

algebras for singular elliptic 

curves”, arXiv:1504.06254 にまと

めた。 

(3) K 理論的 AGT 予想について 2 つ結果を得
た。 

① 漸化式を用いる手法で階数 2 の場合

を証明し、プレプリント” Norm of 

the Whittaker vector of the 

deformed Virasoro algebra”, 

arXiv:1411.0462 にまとめた。 

② Stable envelope を用いる方法を階
数 2 の場合に確立した。結果を学会
発表(18)において発表した。2016 年
5 月時点では高階の場合が未確定で
ある。 

(4) パラメータの変形に関して、階数が 2 で

2回巡回群の場合、対応する W代数は N=1

超共形代数であると予想されている。そ

の表現論的証左として、N=1 超共形代数

の特異ベクトルが Uglov 対称多項式で実

現できるという予想を証明し、プレプリ

ント” Singular vectors of N=1 super 

Virasoro algebra via Uglov symmetric 

functions”, arXiv:1508.06036 にまと

めた。 

(5) 共形場理論の変形について、プレプリン

ト” Classical and Quantum Conformal 
Field Theories”, arXiv:1402.2943 に
おいて factorization algebra の変形の
圏論的枠組みを与え、変形 W 代数がその
公理を満たすことをしめした。 
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