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研究成果の概要（和文）：川谷康太郎氏と共同で導来圏の半直交分解と標準線型系の関係解明に取り組み、成果
を得た。また、上原北斗氏と共同で2次Hirzebruch曲面上の例外層の構造を決定した。
非可換代数幾何学関係の成果として、Tarig Abdelgadir・植田一石両氏と共同で非可換代数多様体を分類するモ
ジュライ空間とそのコンパクト化の構成法を提起し、非可換del Pezzo曲面の場合に構造を調べた。また、佐野
太郎氏と共に安定曲線のモジュライスタックの非可換変形の剛性について調べた。

研究成果の概要（英文）：With Kotaro Kawatani, we studied the relationship between the 
semi-orthogonal decompositions of the derived category of coherent sheaves and the canonical linear 
system. We obtained some results in this direction. Also with Hokuto Uehara, we identified the 
structure of the exceptional sheaves on the Hirzebruch surface of degree 2.
Concerning noncommutative algebraic geometry, with Tarig Abdelgadir and Kazushi Ueda, we introduced 
a certain construction of compactified moduli spaces of noncommutative algebraic varieties and 
studied their structures for the case of noncommutative del Pezzo surfaces. Also with Taro Sano, we 
studied the noncommutative rigidity of the moduli stack of stable pointed curves.

研究分野： 代数幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
いくつかの多項式の共通零点集合として表
される図形を代数多様体とよぶ。代数多様体
の諸性質を調べるのが代数幾何学である。代
数多様体は(数学内外の)様々な文脈から自然
に現れる対象であり、代数幾何学は諸分野と
の相互作用を通して発展してきたという歴
史を持つ。 
一方、最近数十年で、代数多様体上の連接層
全体のなす導来圏に着目して代数多様体を
研究するという視点の重要性が認識される
ようになった。導来圏自体が比較的新しい対
象であるために、研究開始当初においても
様々なレベルの未解決問題が残っていた (こ
れは現在でもそうであると言えよう)。例えば、
導来圏を考える際には三角圏としての構造
に注目するのであるが、三角圏の基本的構造
として半直交分解というある種の分解があ
る。半直交分解の完全分類については報告者
の２０１１年の論文まで（標準束が自明な多
様体の場合を除いて）ほとんど何もわかって
いなかった。この論文以降にも報告者は研究
を続けていたが、それを引き続いて行ったも
のが後述の（１）である。 
一方、導来圏が充満強例外対象列というある
種の生成系を持つ時、導来圏は充満強例外対
象列の自己準同型環（これは非可換代数にな
る。）上の加群の圏と同値になる。さらに、
そのような非可換環は関係式つき箙として
表現できる。これに着目して関係式つき箙の
表現のモジュライを考察するという研究は
多くあったのだが、一方で（固定した）箙の
関係式のモジュライの研究は全くと言って
いいほど為されていなかった。前者と後者の
関係は、ちょうど層のモジュライと代数多様
体のモジュライの関係に相似であり、従って
後者の方がより難しい。これに関する研究が
後述の（２）である。 
さて、与えられた導来圏の充満例外対象列を
分類するのは興味深い問題である。例えば、
充満例外対象列全体には組紐群が作用する
ことが知られている。この分類問題は del 
Pezzo 曲面の場合に Kuleshov-Orlov の研究
で大変よく理解されていたが、これを少し拡
張した weak del Pezzo 曲面になると-2 曲線
が与える”spherical twist”と呼ばれる自己圏
同値のせいで途端に問題が難しくなるとい
うことがわかっていた。例えば del Pezzo 曲
面上の例外対象は必ず層になるが、weak del 
Pezzo の場合には任意の長さの複体になり得
る等。これに関する研究が後述の（３）であ
る。 
 
２．研究の目的 
以下の諸問題に取り組み、解決ないし進展を
はかるのが目的であった。 
（１）導来圏の半直交分解の研究 
 
導来圏の半直交分解は多様体の幾何的性質
を反映する傾向があり、特に多様体の極小モ

デルプログラムに応じて圏に半直交分解が
生じると予想されている(基本的な場合に証
明されている)。一方、報告者の先行研究によ
り、1 次元においては極小モデルプログラム
に由来しない半直交分解は存在しないこと、
および 2次元以上ではそうでないということ
がわかっていた。2 次元以上において半直交
分解がどのように統制されるのか、というこ
とを標準束の性質と関係づけて明らかにす
るのが目的であった。 
 
（２）非可換 del Pezzo 曲面のモジュライ空
間およびそのコンパクト化の構成と研究 
 
上述のような圏同値があるという意味で代
数多様体は充満強例外対象列の自己準同型
環と同一視できるので、自己準同型環の変形
のモジュライを構成するとそれは元の代数
多様体の(非可換)変形のモジュライと密接に
関わると期待できた。ここで非可換変形とは、
連接層のなすアーベル圏の平坦変形のこと
である。特に del Pezzo 曲面は非可換変形が
障害を受けないため、モジュライは比較的調
べやすいものになるはずであるという見通
しがあった。従って、特にこの場合に自己準
同型環の変形のモジュライを箙の関係式の
モジュライとして構成し、その構造を研究す
るというのが目的であった。 
 
（３）Hirzebruch 曲面 F2 上の例外対象の分
類 
 
Weak del Pezzo 曲面の中で最も簡単なもの
が標題の曲面 F2 であり、この場合に例外対
象を分類するのが目的であった。より正確に
は、任意の例外対象は例外ベクトル束に
spherical twistを有限回ほどこして得られる、
というのが予想であった。 
 
３．研究の方法 
（１）については、半直交分解と標準線型系
の関係を、標準束と Serre functor の関係に
着目して捉えるという視点を追求した。具体
的には、半直交分解の因子としてあらわれる
部分圏の台と標準線型系の固定点集合との
関係を明らかにし、また、半直交分解の変形
に関する剛性を調べた。 
 
（２）については、上述のように充満強例外
対象列の自己準同型環が箙の道代数の関係
式による剰余環として書けることを利用し、
関係式のモジュライを幾何学的不変式によ
って構成することによってモジュライ空間
およびそのコンパクト化を構成した。さらに、
Artin- Tate- Van den Bergh の意味の非可換
射影平面との比較を通してある種の構造つ
き楕円曲線のモジュライ空間との比較も行
った。この方法により、モジュライの大域的
な構造がより明確に理解できた。 
 



（３）については、例外層の場合を主に調べ
た。特に、層のねじれ部分を-2 曲線上の層の
安定性に着目して調べるという方法をとっ
た。 
 
４．研究成果 
（１）については、得られた結果をまとめて
プレプリントとしてarXivに発表することが
できた。この中では、標準線型系の固定点集
合が有限ならば半直交分解が存在しない事
や、bielliptic surface 上に半直交分解が存
在しない事が証明されている。その後、
Alexander Kuznetsov 氏 か ら Hochschild 
homology に着目した解釈を提示され、その応
用として極小でない曲面上の半直交分解を
一部分類することができた。 
 
（２）については、プロトタイプであるとこ
ろの非可換射影平面の場合にモジュライ空
間の構造を決定し、プレプリントとして発表
した。この場合、モジュライの幾何学的不変
式論による構成にあらわれる不変式環は一
見複雑なのであるが、Vinberg によって導入
された次数つき Lie 代数に関する”Weyl 群の
不変式論”を利用することでその構造が理解
できるという点が大きかった。非可換２次曲
面の場合にも同様にモジュライ空間の構造
を調べて、プレプリントとして発表した。他
の次数の del Pezzo 曲面についても研究を進
め、特に次数 3,2,1 の場合にモジュライが
8,9,10 次元のトーリック多様体になること
を明らかにした。また、圏同値類を保つよう
なモジュライへの離散無限群作用について
も理解ができた。さらに、非可換射影平面お
よび非可換２次曲面のモジュライ構成が量
子情報理論の 3-qutrit states および
4-qubit statesの分類問題と等価であること
を指摘するプレプリントを発表した。 
 
（３）については、例外対象全部の分類は想
定以上に難しく、かなわなかった。ただし、
部分的結果として例外層の分類はできた。特
に、例外層は例外ベクトル束に spherical 
twist を高々一度ほどこすことで得られると
いうことがわかった。この結果は論文として
出版された。 
 
以上に加えて、当初予定していなかった以下
の研究結果を得た。 
 
（４）佐野太郎氏と共同で、安定な点つき曲
線のモジュライスタックの非可換剛性につ
いて調べた。具体的には、２次の Hochschild 
cohomology が消滅することを証明するため
に、Hochschild-Kostant-Rosenberg 分解の直
和因子としてあらわれる層係数コホモロジ
ーたちの消滅を示すという方針を取った。特
に種数０の場合には完全解決し、点の数が５
の場合を除いてモジュライは非可換にも剛
性を持つことを示した。種数正の場合につい

ても部分的な結果を得たが、引き続き研究中
である。得られた結果の一部はプレプリント
として発表した。 
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