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研究成果の概要（和文）：代数幾何学において代数多様体の分類は最も基本的な問題の一つである．この分類は
代数多様体に付随する幾何学的不変量を用いて行われる．本研究では，曲線上に曲線が連なってできた曲面の分
類に関して研究を進めた．特に，分類において不可欠である代数多様体の不変量の計算方法を開発した．代数多
様体は複数の多項式の連立方程式解として定義されるが，複素数体を係数とする多項式だけではなく，より一般
的な体を係数とする多項式で定義された代数多様体についても研究を進めた．特に，正標数体と呼ばれる体を考
えた場合には，様々な新しい現象が現れ，それらを説明する理論を構築した．

研究成果の概要（英文）：In algebraic geometry, the classification of algebraic varieties is one of 
the most fundamental problems, where algebraic varieties are classified by means of their geometric 
invariants. We consider the case where algebraic varieties are surfaces that are fibered over 
curves. We develop the methods to calculate invariants of algebraic varieties, which are important 
in the classification theory. Algebraic varieties are defined as the solutions of simultaneous 
polynomial equations. In our studies, these polynomials are defined over not only the field of 
complex numbers but also more general fields. In particular, in the case of fields of positive 
characteristic, various new phenomena appear, and we develop theories to explain them.

研究分野： 代数幾何
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１．研究開始当初の背景 
 正標数体上の代数曲線束の分類問題は未
解決であり，代数幾何の重要な問題であるが，
従来の方法では十分な結果が得られない．そ
の原因は，標数零の場合に比べて不変量の計
算が難しくなるためである．従って，正標数
体上の代数曲線束を分類する上で，不変量の
計算方法を確立することは主問題である． 
 
２．研究の目的 
 代数曲線束の不変量の計算法を確立する
ことが最も重要な目的である．小平次元や基
本群といった不変量の研究には，特異ファイ
バーの研究が重要である．特異ファイバーは，
単純な構造を持つ曲線束（半安定曲線束）の
有限商を使って与えられることが知られて
いる．体論的性質から，商は分離商と純非分
離商の二種類に分けられる． 
 本研究では，第一に，各々の商の持つ特徴
を明らかにする．第二に，二つの商の間の関
係を明らかにする．これらの研究を基に，不
変量の新たな計算法を確立する．得られた結
果は，代数曲面や解析曲面（複素解析曲面・
リジッド解析曲面）の分類へ応用する．また，
曲線束の場合を基に，高次元の代数多様体族
や解析多様体族の場合へ理論の拡張を試み
る． 
 
３．研究の方法 
 次に挙げる三つの研究手法を使って問題
を解決する． 
 
（１）局所理論の構築 
 近年，Artin–Tate 予想や BSD 予想の解決等
に向けて Liu 氏，Lorenzini 氏，Raynaud 氏
により算術曲線に付随する Picard 関手が研
究された．この研究過程により，代数的曲線
束の局所化に数論幾何を応用した研究へ道
が開かれた．複素解析的な曲線束の場合，円
盤上の曲線束を研究することが基本である
が，代数的曲線束の場合にもその類似を考え，
局所的な曲線束を分析し，大域的な曲線束を
研究する． 
 
（２）超越的手法 
 数論からの要請によりリジッド幾何の基
礎が急速に整備されてきた．代数的な手法だ
けでなく，リジッド幾何を応用した p進解析
的手法も用いて研究を展開する． 
 
（３）分離商と純非分離商の対応 
 Raynaud氏によるPicard関手の研究に基づ
き，Bombieri 氏，Mumford 氏，桂氏，上野氏
らにより，分離商や純非分離商を用いた楕円
曲面の具体例の構成や不変量の研究が行わ
れてきた．一般の代数曲線束に対して，分離
商と純非分離商の対応関係に着目した新し
い手法を用いて研究を進める． 
 
４．研究成果 

（１）楕円曲線束の分離商の研究結果を，一
般の曲線束の場合へ一般化することが出来
た．半安定還元定理が示すように，（曲線上
の）任意の曲線束は半安定還元を持つ曲線束
への同変な作用による商の正則モデルで得
られる．固定点のある場合に，曲線束のモデ
ルを上手く選ぶことで現れる商特異点を有
理特異点のみに出来ることを示した．また逆
に，有理特異点のみ持つモデルを上手く選ぶ
ことで商を正則に出来ることを示した．これ
により，有限被覆の分岐に関する理論を応用
して曲線束の不変量を計算する道が開かれ
た．これらの商は一般に平坦ではない．そこ
で，小平次元や多重種数の研究を念頭に，有
限ではあるが平坦ではない射についても相
対的双対化層を使って分岐因子を調べ，後の
研究のために準備した．さらに，固定点のな
い場合も，代数多様体族の代数的基本群の研
究へ応用することができ重要である．代数多
様体族の基本群の計算おいて，構造射が固有
でない場合には，Stein 分解を用いる代わり
に正規化を応用することができる．その際に，
ファイバーの連結性が崩れる問題が現れる．
この問題を解決するために連結性が保たれ
る条件について研究した． 
 
（２）正標数の分離商の特異点に関して，次
の結果が得られた．正標数基礎体の標数を p
とする．位数が pで割り切れる有限群が曲面
に作用している場合，その商特異点について
わかっていることは少ない．有限群の位数が
丁度一回だけ pで割れ，さらにその群による
作用が二軸に分かれている場合に，具体的な
特異点解消の方法を得た．またこれにより，
この商特異点に付随する不変量の計算が可
能となった．標数が零の場合には，この種の
特異点はHirzebruch-Jung特異点と呼ばれて
いる．この特異点はトーリック多様体を応用
して特異点解消することができる，こうして
得られた特異点解消に現れる例外因子は正
規交差しており，その条件を満たす特異点解
消の中で極小である．このような特異点解消
は極小良特異点解消と呼ばれている．またこ
のとき，Hirzebruch-Jung 連分数と呼ばれる
連分数を用いて，特異点解消に現れる例外因
子の自己交点数を計算することができる．標
数が正の場合にも，上述の状況下において類
似した特異点解消を得ることができた．この
特異点解消は極小良特異点解消であり，例外
因 子 の 自 己 交 点 数 は 丁 度 三 つ の
Hirzebruch-Jung 連分数を用いて計算するこ
とができる．この結果を得るために，複素数
体上の代数多様体の代数群による商特異点
の特異点解消の類似を考えた．これは商を取
る前に双有理変換することで商特異点をよ
り扱い易い商特異点に置き換える方法であ
る．この方法の類似を考え，双有理変換の構
成にトーリック幾何を応用し具体的な特異
点解消を得た．またこの結果は，大域的な場
合に応用できる形で，局所的な場合に定式化



している． 
 
（３）代数群の主等質空間のデデキンド概型
上のモデルに関する研究を行った．関数体上
滑らかな準射影的代数群の主等質空間は構
造代数群を係数とする関数体のガロワ・コホ
モロジー群により分類される．ガロワ・コホ
モロジー群の元に対してモデルを定義し，ガ
ロワ・コホモロジー群の元のモデルが与えら
れたときに，関数体上の主等質空間から良い
性質を備えたモデルが構成できることを示
した．また，ガロワ・コホモロジー群の元が
モデルを持つことと，主等質空間が良い性質
を備えたモデルを持つことが同値であるこ
とを示した．さらに，応用として以下の二つ
の結果を得た． 
①剰余体が完全である場合に，楕円束の退化
ファイバーを分類した．結果として，既約成
分の双対グラフの分類にはアフィン・ディン
キン図形を拡張した図形が現れることがわ
かった．この結果は小平とネロンの分類の一
般化であり，剰余体が代数的に閉じている場
合とは異なる現象を観察できた． 
②高次元の代数群の主等質空間についても
多重ファイバーとその具体的な解消に関す
る研究を進めた．楕円曲線束の多重ファイバ
ーの解消問題は，ガロワ・コホモロジーを使
って周期と位数の問題と解釈し直すことが
出来る．また，ブラウワー群の分裂問題にお
いて乗法群をアーベル多様体に置き換えた
問題と見做すことも出来き，この視点から
Lang 氏と Tate 氏によって研究され始めた．
この問題に関して，リジッド幾何による p進
一意化を用いて，アーベル多様体の退化があ
る良い条件を満たす場合に，最良の結果を与
えることが出来た．より具体的には，完備離
散付値体上のアーベル多様体の主等質空間
上に，次数の小さな閉点が存在することを一
定の条件のもと示した．ここでの条件は，剰
余体とアーベル多様体の退化に関して課せ
られる．アーベル多様体の退化が特殊な場合
や，主等質空間上の次数の小さな 0-サイクル
の存在については以前より幾つかの結果が
知られていたが，今回の成果は閉点に関する
ものであり，次数の小さな 0-サイクルの存在
定理の精密化になっている．これらの結果を
得るために，代数多様体のモデルと指数の関
係についての研究結果を応用した． 
 
（４）正標数体上の多様体のフロベニウス基
底変換について研究し，得られた結果を代数
多様体族の一般ファイバーへ応用した．最も
重要な場合として，代数群の主等質空間の場
合について詳しく調べた．この場合，代数群
の相対的フロベニウス写像により構造群を
取り替えると，代数群の主等質空間から新た
な代数群の主等質空間が得られる．この主等
質空間と元の主等質空間のフロベニウス基
底変換の間の関係を調べることにより，主等
質空間上の純非分離的な点を研究した．特に，

代 数 群 が 超 特 殊 ア ー ベ ル 多 様 体
（superspecial abelian variety）である場
合，相対的フロベニウス写像の二回合成は同
型の差を除き基礎体の標数倍写像と等しい
ので，主等質空間のガロワ・コホモロジーに
於ける位数と，純非分離的な点の最小次数の
間の関係を明らかにした． 
 一変数関数体上の楕円曲線の場合には，極
小正則モデルを取ることで極小楕円曲面が
得られる．逆に，極小楕円曲面の一般ファイ
バーは楕円曲線の主等質空間として記述で
きる．上述の結果を，楕円曲面の研究へ応用
することで，底空間の曲線を相対フロベニウ
スで基底変換したときに，ファイバーの重複
度の変化を調べることができる．結果として，
一般ファイバーが超特異（supersingular）
であり特異ファイバーの重複度が標数で割
り切れる場合に，フロベニウス基底変換を繰
り返すことにより重複度が周期的に減少し，
最終的に重複度が標数で割り切れなくなる
ことを示した． 
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