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研究成果の概要（和文）：　有理点問題は、多項式を用いて表される方程式の有理数解および固定された体における解
を求めることと関連しており、数論における基本的課題である。一方、モジュライの有理点問題は、モジュライの定義
方程式の解を求めることに加えて、有理点と対応する幾何的対象を分類するという意味合いもあり、数論幾何における
重要課題である。
　本研究により、アーベル多様体から定まるガロア表現の中に起こりうる指標の可能性を、従来知られているより広い
範囲で決定した。さらにその結果を用いて、アーベル多様体のモジュライの一種である志村曲線の有理点を決定する方
法を得た。具体的な数値例も得て、研究成果の可視化も進めることができた。

研究成果の概要（英文）： The problem on rational points is a basic problem in number theory; it is 
related to solving equations defined by polynomials. On the other hand, the problem on rational points on 
moduli spaces is an important subject in arithmetic geometry; it is also related to classifying geometric 
objects corresponding to rational points.
 In this research, we have determined possible characters appearing in the Galois representations 
associated to abelian varieties. Also, by using this result, we have obtained criteria of non-existence 
of rational points on a Shimura curve, which is a certain moduli space of abelian varieties. Furthermore, 
we have several numerical examples, which make the results visible.

研究分野： 数論幾何
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１． 研究開始当初の背景 
アーベル多様体のモジュライの有理点問

題は、多項式の解を見つけるという観点から
しても、アーベル多様体やその付加構造を分
類するという観点からしても、数論幾何にお
ける最重要課題のうちの１つである。 
有理点問題に対する研究成果は、曲線の場

合（すなわち 1 次元の場合）の、Faltings に
よる Mordell 予想の解決が基本的である。高
次元多様体の有理点については、Bombieri
により予想はされているが、未解決である。 
一方で、モジュライの有理点問題に関しては、
素数位数 pの部分群付き楕円曲線のモジュラ
イのコンパクト化（モジュラー曲線 X_0(p)
と呼ばれる）に対する Mazur の研究が基本
的であろう。X_0(p)の有理点問題は、楕円曲
線から定まるガロア表現の像を決定しよう
という Serre の問と密接に関連している。
Mazur の研究は有理数体に関するものであ
るが、証明の議論の中に出てくるガロア群の
指標の分類を改良することにより、百瀬によ
り 2 次体上の有理点へと一般化された。 
楕円曲線は 1 次元アーベル多様体である。

ガロア表現の像という観点からしても、（構
造付き）アーベル多様体のモジュライの有理
点問題は重要な研究課題である。QM アーベ
ル曲面と呼ばれる、４元数環による乗法をも
つ 2 次元アーベル多様体は、楕円曲線と類似
する性質をもつ。研究代表者は、百瀬の手法
にならってガロア群の指標の分類を行うこ
とにより、¥Gamma_0(p)型志村曲線（すな
わち構造付き QM アーベル曲面のモジュラ
イであり、モジュラー曲線 X_0(p)の類似とな
っているようなもの）の 2 次体上の有理点に
関する研究結果を得た。さらに、指標の分類
を、QM アーベル曲面や志村曲線を定義する
際に用いられる４元数環の代数的性質とう
まく組み合わせることにより、以前の結果を、
ある広いクラスに属する代数体へと拡張し
た。 
先にも述べたが、モジュライの有理点問題

は、数論幾何における様々な重要課題と深い
関わりをもつ。研究代表者は、志村曲線の有
理点の研究と同時に、QM アーベル曲面から
定まるガロア表現の像に関する既約性とい
う結果を得た。さらに、Rasmussen-玉川に
よる、ある種のアーベル多様体の有限性予想
に対して、QM アーベル曲面の場合に貢献し
た。 
 
２．研究の目的 
本研究では、アーベル多様体のモジュライの
有理点を調べる手法を開発し、有理点問題を
広く開拓していくことを目的とする。同時に、
有理点問題の周辺に位置する課題にも取り
組む。以下の５つを目標とする。 
(1) [アーベル多様体に伴うガロア表現に現れ
る指標の分類] 
アーベル多様体に伴うガロア表現や、そこか
ら生じる指標は、そのアーベル多様体の自己

準同型環による制限を強く受ける。そのガロ
ア表現に現れる指標は、限られたパターンし
か起こり得ないだろうと研究代表者は推測
している。そのパターンを決定する。 
(2) [指標の分類を用いて、アーベル多様体の
モジュライの有理点がどれくらいあるかを
明らかにする] 
Mazur、百瀬や研究代表者の過去の研究成果
からも明らかなように、指標の分類は、アー
ベル多様体のモジュライの有理点問題に対
して決定的に重要な役割を果たす。そこで、
指標の分類を利用して様々なアーベル多様
体のモジュライの有理点を調べていく。 
(3) [アーベル多様体から定まるガロア表現の
像の形の分類] 
指標を分類したり有理点を調べたりするこ
とは、ガロア表現の像を調べることと密接に
関係している。そこで、指標の分類や有理点
問題の帰結を用いて、アーベル多様体から定
まるガロア表現の像の形を分類する。 
(4) [アーベル多様体の有限性予想への貢献] 
有理点やガロア表現の像を調べることで、あ
る種のアーベル多様体の有限性が分かる場
合がある。そこで、アーベル多様体の有限性
予想の解決に向けて貢献する。 
(5) [アーベル多様体のモジュライの有理点に
関する一般的な予想の定式化] 
指標の分類だけでは取り扱えなかったモジ
ュライの有理点問題に対して予想を定式化
し、さらなる発展を目指す。 
 
３．研究の方法 
(1)代数体上定義されたアーベル多様体に伴
うガロア表現の中に生じる指標を詳細に分
類する。 
(2)指標の分類を用いて、構造付きアーベル
多様体のモジュライの有理点を調べる。 
(3)アーベル多様体に伴うガロア表現の像の
形を調べる。 
(4)アーベル多様体の有限性予想に貢献する。 
(5)(2)で取り扱えなかった構造付きアーベ
ル多様体のモジュライの有理点問題に対す
る予想を定式化し、その予想をガロア表現の
言葉に翻訳する。 
 
４．研究成果 
(1)アーベル多様体に伴うガロア表現や、そ
こから生じる指標は、そのアーベル多様体の
自己準同型環による制限を強く受ける。その
ガロア表現に現れる指標のパターンを決定
した。さらに、その結果を生かして、レベル
構造ありとなしの志村曲線に関する有理点
を決定する方法を得た。モジュライの有理点
と 対 応 す る 幾 何 的 対 象 の field of 
definitionと、その有理点のfield of moduli
は一般に異なるのであるが、field of 
definition をうまく制御することにより、新
たな成果を生むことができた。さらに、具体
的な数値例も得ることができ、研究成果の可
視化を進めることができた。 



 この成果は、有理点問題における新たな成
果を生んだというだけでなく、（従来の手法
を発展させる）新たな手法を開発したことに
もなり、今後の研究の進展にもつながる可能
性を大きくはらんでいる。同時に、従来の手
法の有用性を再確認したことにもなる。 
 
(2)(1)のレベル構造なしの志村曲線上の有
理点に関する結果の応用として、志村曲線上
の Hasse 原理の反例を得た。さらに、この
Hasse 原理の反例が、Manin obstruction に
より説明されることを示した。証明の手法は、
有理点に関する結果を得るときに用いたガ
ロア表現を利用する方法を改良したもので
ある。 
 この成果は、有理点の非存在がコホモロジ
ー的なものと関係していることを示すもの
であり、さらなる研究の発展が期待される。 
 
(3)レベル構造なしの志村曲線の虚２次体上
の有理点に関して、その体が志村曲線を定め
る４元数環を分解する場合の振る舞いがす
でに知られていたが、分解しない場合は未知
であった。ここでは、分解しない場合の有理
点の非存在の問題を、条件付きで解決した。 
 この成果は、レベルが上がればモジュライ
の有理点は少なくなるか、という基本的な問
題に対する答えを示唆するものである。 
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