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研究成果の概要（和文）：連結和は熱核がLi-Yau 型評価を持たないことが古くから知られていた。２００９
年、Grigor'yan, Saloff-Costeは各エンドが non-parabolic であるときに熱核のシャープな評価を得た。本研
究では全てのエンドが parabolic である場合の熱核の評価の研究を行い、そのシャープな評価を得た。まず
中心部分の on-diagonal な値は増大度が最も大きいエンドにより決定されることを明らにした。これは増大度
が最も小さいエンドにより決定される non-parabolic なエンドの場合と本質的に異なる挙動を持つことを示し
た新しい現象である。

研究成果の概要（英文）：Connected sums are known as manifolds without Li-Yau heat kernel estimate. 
In 2009, Grigor'yan and Saloff-Coste proved heat kernel estimates on manifolds with non-parabolic 
ends. In this research project, we obtain the heat kernel estimates on manifolds with parabolic 
ends. In particular, we proved that the on-diagonal value in the central part is determined by the 
maximal end, on the contrary to the case of manifolds with non-parabolic ends on which the 
on-diagonal value is determined by the minimal end. This shows that the heat kernel behavior on 
manifolds with parabolic ends are very different from that on manifolds with non-parabolic ends. 

研究分野： 幾何解析

キーワード： 熱核
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１．研究開始当初の背景 
非コンパクトリーマン多様体上の熱核の長
時間挙動は、空間の大域的幾何構造と深い関
係があり、確率論、調和解析など様々な観点
から多くの研究者により研究が行われてき
た。熱方程式の正値基本解として定義される
熱核はユークリッド空間上ではガウス関数
で与えられることは古くから知られている。
Aronson は１９６７年、ユークリッド空間上
の２階の一様楕円型 divergence form にお
いて熱核が上下からガウス型の関数で評価
できることを示した。これはユークリッド空
間の擬等長変換の下で熱核のガウス型評価
（Li-Yau 型評価）が安定であることを表して
いる。Li-Yau は１９８６年、Ricci 曲率が非
負である場合に Li-Yau 型評価が成り立つこ
とを証明し、その後 Li-Yau 型評価の特徴づ
けの研究が盛んに行われるようになった。熱
核の上からのガウス型評価については
Sobolev の不等式、等周不等式, Nash との関
係が古くから知られていたが、Grigor’yan は
１９９４年の論文で Faber-Krahn の不等式
と同値であることを示している。下からの評
価も含めた Li-Yau 型評価は, Carlen, Davies, 
Fabes, Kusuoka, Moser, Stroock らの貢献と
共 に 、 １ ９ ９ １ 年 、 Grigor’yan と
Saloff-Coste により最終的に、熱核の Li-Yau
型評価は Poincare 不等式と体積２倍条件、
Parabolic Harnack 不等式と同値であるこ
とが明らかとなり、様々な研究分野の中で現
在でも重要な研究対象となっている。 
一方、多様体の連結和に関しては１９７６

年、Kuz’menko, Molchanov は２つの３次元
ユ ー クリッ ド 空間の 連 結和上 で は 強
Liouville 性が成り立たない、即ち定数でない
有界な正値調和関数が存在することを示し
た。Parabolic Harnack 不等式は強 Liouville
性を導くので上記の同値条件を用いると熱
核が Li-Yau 型評価を持たないことがわかる。
その後連結和上の熱核の研究が行われるよ
うになり、Benjamini, Chavel, Feldman は
１９９６年、中心部分の熱核の値が一つのエ
ンド上の評価よりもオーダーが小さくなる
というボトルネック効果を明らかにした。こ
れは上からの評価だけでシャープな評価で
はなかったが、Grigo’yan, Saloff-Coste は連
結和上の熱核評価を求めるプロジェクトを
開始し、２００９年、多様体が non-parabolic
な連結和の場合に熱核のシャープな評価を
得た。 
多様体上の離散的類似であるグラフ上の

ランダム・ウォークの長時間挙動についても
様々な条件のもと研究が行われてきた。
Kotani, Sunada は２０００年、アーベル群
が作用するグラフ（結晶格子）上の対称ラン
ダム・ウォークの長時間挙動を研究し、グラ
フを連続モデルであるユークリッド空間に
うまく実現（標準実現）し、時刻を無限大に
すると同時にグラフをうまく縮めていくと、
ランダム・ウォークが、Albanese 計量と呼

ばれるグラフから定義される計量を入れた
ユークリッド空間上のブラウン運動に収束
させることができる、というタイプの中心極
限定理を証明した。また、Sunada は２００
６年の連続講義の中で非対称ランダム・ウォ
ークの局所中心極限定理を明らかにしてい
る。 
２．研究の目的 
上記のような背景のもとで、Grigor’yan, 
Saloff-Coste は連結和上の熱核評価の研究を
共同で行い、hitting time や Dirichlet 熱核の
評価などの補助的な結果を得た後、エンドが
non-parabolic な連結和上の熱核の評価を得
たが、本研究ではエンドが parabolic な連結
和上の熱核評価およびその幾何解析的性質
を明らかにすることが本研究の目的である。
研究における問題点は連結和の中心部分に
おける熱核の評価である。先行研究で扱われ
ていたnon-parabolic な多様体では中心部分
を出発したブラウン運動がもとにもどって
くる確率が小さく、比較的容易に求められる
のに対し、parabolic な多様体では確率１で
戻ってきてしまうため、他のエンドとの比較
が難しい。また、多様体全体が parabolic で
あるので Doob の h 変換と呼ばれる測度の変
換によって non-parabolic に変換する手法も
使えない。 
 グラフ上のランダム・ウォークに関しては、
Kotani, Sunada により得られていた結晶格
子上の非対称ランダム・ウォークに関する結
果もとに、結晶格子上の非対称ランダム・ウ
ォークの弱収束や、より精密な挙動の研究を
行うことを目的とした。 
３．研究の方法 
連結和上の熱核評価に関しては関連書籍購
入による基礎的知識獲得、関連研究会での専
門家からのアドバイスとともに、研究協力者
である Grigor’yan 教授、Saloff-Coste 教授
との共同研究により研究を推進した。 
ランダム・ウォークの長時間挙動に関して

は関連書籍により基礎的知識獲得、関連研究
会での専門家によるアドバイスとともに、研
究協力者である小谷教授、河備教授との共同
研究により研究を推進した。 
４．研究成果 
上記の研究の結果、すべてのエンドが 
parabolic である連結和上において、熱核の
Laplace 変換（ラプラシアンのレゾルベント）
を連結和の特徴を用いて最大値の原理を巧
妙に用いることで良い評価を得ることがで
き、これにより熱核の中心部分の値の評価に
成功した。この結果、熱核の中心部分の値は
増大度が最も大きなエンドにより決定され
るという結果を得た。これは non-parabolic
の場合に得られていた増大度が最も小さい
エンドにより決定されるという挙動と本質
的に異なる挙動をもつことを示しており、多
様体上の幾何解析の研究上重要な発見であ
る。また、これを用いて off-diagonal な評
価も求めた。これらの結果を総合すると、



critical, すなわち体積増大度がr^2のオー
ダーを持つエンドが複数ある場合、ボトルネ
ック現象が観察され、critical なエンドが１
つ以下ならば、ボトルネック現象が起こらな
いということを示した。また、critical なエ
ンドをもつ連結和では、２つの subcritical 
なエンド間の熱核の値の方が、中心部分の熱
核の値よりも大きくなるという“反ボトルネ
ック現象”というあたらしい現象が起こるこ
とも明らかにした。 
グラフ上のランダム・ウォークに関しては、
結晶格子上の非対称ランダム・ウォークの長
時間漸近挙動についていくつかの新しい事
実を明らかにした。 
１つ目として、弱収束である推移作用素の

２通りの収束を証明した。これはプロセスか
ら平均を引いた値の挙動に関するもので従
来の中心極限定理型の収束と考えられるも
のと、非対称ランダム・ウォークを対称なラ
ンダム・ウォークの摂動と考え、時刻無限大
で対称となっていくパラメータつきランダ
ム・ウォークの収束に関するもので、Durrett
の本に関連する収束定理が述べられている
タイプのものである。更に４次モーメントを
評価することで、それぞれについてプロセス
レベルの収束である invariance principle 
を証明した。 
２つ目は Sunada により得られていた結晶

格子上の非対称ランダム・ウォークの局所中
心極限定理の結果の拡張として、twisted 
Laplacian の漸近挙動を計算することによ
り熱核の漸近展開を求めた. 
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