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研究成果の概要（和文）：量子状態を観測する場合，観測には正作用素値測度が用いられるが，観測により量子
状態の情報を完全に知ることができ，かつ最も効率の良い正作用素値測度として，SIC-POVM（対称完全正作用素
値測度）が知られている．本研究では観測する量子状態の情報の一部が既知である場合に，最も効率の良い観測
が行える正作用素値測度である条件付きSIC-POVMについて研究を行い，条件付きSIC-POVMが存在するための必要
条件と，いくつかの例を構成した．

研究成果の概要（英文）：The state of a quantum system is a density matrix with several parameters. 
The concern is how to recover the parameters. Several possibilities exist for the optimal recovery 
method, and we consider some special cases. We assume that a few parameters are known and that the 
others are to be recovered. The optimal positive operator valued measure (POVM) for recovering 
unknown parameters with an additional condition is called a conditional symmetric informationally 
complete POVM (SIC-POVM). We study the existence or nonexistence of conditional SIC-POVMs. We 
provide a necessary condition for existence and some examples.

研究分野：量子情報理論

キーワード： 量子情報理論　量子トモグラフィー

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 量子とは，物質の最小単位を表すものであ
り，例として電子や光子などが挙げられる．
量子系とは，この量子を数学的に表す枠組み
であり，具体的にはヒルベルト空間上の有界
線型作用素のなす環で表されている．特にヒ
ルベルト空間が有限次元であるときには，量
子系は行列環で表されている．この量子系上
の量子状態を観測するための手段として用
いられるのが正作用素値測度である．特に，
量子状態を完全に知ることができる完全正
作用素値測度として，MUB（mutually unbiased 
bases）と SIC-POVM があり，これまでこの 2
つの完全正作用素値測度の研究が多く行わ
れてきた． 
 MUB はヒルベルト空間の正規直交基底の集
合で，異なる基底に属するベクトルの内積の
絶対値が特定の値をとるもののことである．
ヒルベルト空間の次元 d に対し，MUB の基底
の個数が d+1 個であるとき，その MUB から完
全正作用素値測度を構成できることが知ら
れている．MUB の研究は 1980 年代に多く行わ
れており，ヒルベルト空間の次元 dが素数の
べき乗の場合には，d+1 個の基底を持つ MUB
が存在することが知られている．一方で，ヒ
ルベルト空間の次元dが素数のべき乗でない
場合の，MUB の基底の最大個数については未
解決であるが，予想ではその個数は d+1 個に
満たず，MUB から作られる完全正作用素値測
度が存在しないとされている． 
 ヒルベルト空間の次元が素数のべき乗で
ない場合には，MUB から作られる完全正作用
素値測度が存在しないという予想を受けて，
MUB とは異なる方法で完全正作用素値測度を
構成する方法が考えられた．それが 2000 年
ごろから研究されている SIC-POVM である．
SIC-POVM は d 次元ヒルベルト空間における
d^2 個のベクトルの集合で，どの 2 つのベク
トルの内積の絶対値も同じ値をとるもので
ある．SIC-POVM は現在までにヒルベルト空間
の次元が 15 次元以下の場合には存在するこ
とが知られており，またコンピュータによる
解析で，60 次元程度までは存在すると予想さ
れている．そのため，全ての次元において
SIC-POVM が存在することが期待されている
が，今のところまだ SIC-POVM の存在は証明
されてはいない． 
 SIC-POVM は量子状態を最も効率よく観測
する完全正作用素値測度として知られてい
るが，それ以外にも量子情報分野への応用が
数多く期待できる．例えば量子暗号において，
もっとも盗聴され難い暗号を作る場合，この
SIC-POVM が必要となる． 
 一方で，SIC-POVM は数学の他の分野とも繋
がりが深い．例えば，ベクトルの内積という
点に注目すれば，frame 理論に結び付くし，
ベクトルの幾何的な構造に注目すれば
design 理論に結び付く．また，ベクトルから
構成される射影作用素や，ベクトルを写すユ
ニタリ作用素を考えれば，作用素論・作用素

環論との繋がりもある．このように量子情報
の分野だけでなく，数学的にも非常に意義の
ある研究である． 
 この SIC-POVM を一般化し，観測する量子状
態の情報がある程度既知である場合に拡張
したものが条件付き SIC-POVM である．
SIC-POVM は量子状態の情報を全て知ること
のできる完全正作用素値測度であるので，情
報がある程度既知の量子状態を SIC-POVM で
観測すると，すでに知っている情報も得るこ
とになってしまうため，無駄が生じてしまう．
このような無駄が出ないように考えられた
のが条件付き SIC-POVM である．条件付き
SIC-POM は 2012 年 Petz，Ruppert により考案
され，今後の研究が期待されている． 
 
２．研究の目的 
条件付き SIC-POVM の研究は新しい研究で
あるため，まだ知られている例が少なく，応
用上有用な場合についても，その存在や構成
方法などがわかっていない．そのため，まず
は条件付き SIC-POVM の具体例を多く作りた
い．特に，2 つの量子系の結合系の，部分系
の片方あるいは両方の情報がわかっている
場合や，正規直交基底による観測結果が得ら
れている場合など，応用上有用なものについ
て調べたい． 
次に，得られた例をもとにして，条件付き
SIC-POVM が存在するための必要条件，十分条
件を調べたい．SIC-POVM の研究の難しさの原
因の一つは，扱わなければいけない変数が非
常に多いことである．例えば 4次元のヒルベ
ルト空間上で SIC-POVM を作る場合，4×4 行
列が 16 個必要になるため，単純に考えれば
変数が 256 個必要になり，例を一つ作りだす
だけでも膨大な時間がかかってしまう．（も
ちろん，与えられた条件から変数は多少減る
のだが．）条件付き SIC-POVM についても同
様の難しさがあり，ヒルベルト空間の次元が
高くなると，計算によって求めることはかな
り難しくなる．そのため，このような難しさ
が表れないような十分条件や必要条件を見
つけたい．さらに，十分条件が満たす場合に
はその構成方法を確立し，また，必要条件を
満たさない場合は，条件付き SIC-POVM に代
わる，量子状態の観測に最も効率のよい POVM
を構成したい． 
 条件付き SIC-POVM の研究は，量子情報の
分野への応用が数多く期待できる．例えば，
この条件付き SIC-POVM は観測する量子状態
がある程度既知である場合に，もっとも効率
の良い完全正作用素値測度を与えるもので
あるので，量子状態の観測に用いる具体的な
観測方法を与えることができる．また
SIC-POVM が量子暗号分野において，最も盗聴
に強い通信方法を与えるものであるため，条
件付き SIC-POVM も特定条件下で最も盗聴に
強い通信方法を与えることが期待される． 
また SIC-POVM は条件付き SIC-POVM に含ま
れるため，本研究から SIC-POVM の存在につ



いての結果が得られる可能性は高い． 
SIC-POVM の存在が証明されれば，数学におい
ても，design 理論における未解決問題である
2-design の存在や，frame 理論における未解
決問題である（ある条件の下での）tight 
frame の存在が証明されることとなる．また
作用素環論においても，部分環同士の
complementary や angle と呼ばれる関連性の
解析や，Generalized Pauli group やクリフ
ォード群(Clifford group)といったいくつか
のユニタリ部分群の解析など，多くの応用が
期待できる． 
 
３．研究の方法 
 これまで，SIC-POVM の研究は数多く行われ
ており，15 次元以下のヒルベルト空間では
SIC-POVM が存在することが知られている．ま
たコンピュータによる解析で，60 次元程度ま
では存在すると予想されている．一方で条件
付き SIC-POVM は 2012 年に Petz，Ruppert に
より提唱された（Petz，Ruppert，J. Phys. A, 
45, 2012）新しい概念であるため，知られて
いる例は多くない．上記の論文において Petz, 
Ruppert により，量子状態の対角成分が既知
である場合の条件付き SIC-POVM が構成され
たが，実際に構成するためにはヒルベルト空
間の次元にも条件が必要となってしまって
いるなど，不完全なものになっている． 
 本研究では，まず条件付き SIC-POVM の具
体例について，その存在の有無や構成方法に
ついて調べた．例えば，2 つの量子系の結合
系上の量子状態を2つの部分系に制限した場
合の，片方または両方の情報が既知である場
合，2 つの部分系の量子状態が一致している
場合，2 つの部分系の量子状態が単位行列と
一致している場合といった，結合系に関する
例や，いくつかの正規直交系による観測結果
がわかっている場合といった，他の POVM に
よる観測結果がわかっている例など，量子情
報理論での応用上特に有用と思われるもの
について研究を行った． 
 さらに，条件付き SIC-POVM が存在するた
めの必要条件について研究を行った．量子状
態のどの情報が既知であれば，残りの情報を
知るための条件付き SIC-POVM の構成が可能
なのか，あるいは不可能なのかということに
ついて研究を行った． 
 
４．研究成果 
 本研究の成果として，まずいくつかの条件
付きSIC-POVMの例を構成することができた．
例えば，対角成分が既知である量子状態につ
いて，その情報を完全に知ることができる最
も効率の良い条件付き SIC-POVM を低次元の
場合に，具体的に構成した． 
 また，条件付き SIC-POVM が存在するため
の必要条件の一つを明らかにした．これを用
いて，高次元の対角成分が既知である量子状
態を観測する条件付き SIC-POVM，MUB を補完
する条件付き SIC-POVM，縮約状態にある種の

条件を課した量子状態を観測する条件付き
SIC-POVM などについて考察した．その結果，
縮約状態にある種の条件を課した量子状態
を観測する条件付き SIC-POVM が存在しない
ことを示すことができた．これまでの正作用
素値測度の研究では，非存在を証明した研究
結果は非常に少なく，しかも，この数少ない
非存在の証明のほとんどは，低次元の場合の
ものであった．本研究の非存在の証明は，任
意の次元において行われているため，これま
での研究に照らし，とても重要な結果である． 
 また，本研究では量子情報理論と関わりの
深い量子ウォークについても研究を行った．
特に，量子ウォークのユニタリ同値性と
Szegedy ウォークに関する研究を行い，ユニ
タリ同値により不変である量子ウォークの
性質と，Szegedy ウォークになるための必要
十分条件を明らかにした． 
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