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研究成果の概要（和文）：半空間上の非圧縮ナビエ・ストークス方程式の解の時間大域的挙動について、解のエ
ネルギー減衰の下からの評価とスペクトル分布を明らかにした。特に初期速度場を水平成分と鉛直成分に分割し
て考察し、水平成分の低周波分布が解のエネルギー減衰の下からの評価に影響を与えることが明らかになった。
全空間上のナビエ・ストークス方程式の解を重み付きハーディー空間で考察し、高次漸近展開を初期値の積分量
による条件で導出した。
有界領域上で境界からの流入・流出がある状況下での大きな定常解が安定になりうるための条件を明らかにし
た。

研究成果の概要（英文）：On the asymptotic behavior of the solution of the Navier-Stokes equations in
 the half space, we obtain the lower bound of the energy decay of the solution and its spectral 
concentration. Separating on tangential and vertical components of the initial data, we see that the
 lower frequency part of the tangential components much affects the lower bound of the energy decay.
We construct a strong solution in the weighted Hardy space and obtained the higher order asymptotic 
expansion under the moment condition on initial data.
Under the general flux condition on the boundary, we clarified the condition for the stability of 
large stationary solutions in a bounded domain.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： ナビエ・ストークス方程式　エネルギー減衰　漸近展開　時間周期解　重み付きハーディー空間　安定
性
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１．研究開始当初の背景 
 非圧縮粘性流体の運動エネルギーは、外力
によるエネルギー注入がなければ、粘性、即
ち摩擦によって減少することが予想される。
このことは、増田久弥氏により、エネルギー
（解の自乗可積分ノルム）の時間減衰という
形で解決がなされた後、Schonbek 氏や宮川
鉄朗氏らによる一連の研究により、エネルギ
ーの時間多項式減衰が示され、精密な減衰指
数が明らかにされている。しかし、これらの
研究では、エネルギーの時間減衰とその減衰
評価が主な研究対象であり、「時間とともに
穏やかになるのか、或いは乱雑になるか」等
の定性的な性質に関してはあまり知られて
いない。 
 領域の境界上で、流体の流入流出を考える
ことは、自然な状況ではあるが、有界領域上
の定常ナビエ・ストークス方程式の境界値問
題に対する可解性は完全には解決されてい
ない。しかし、Leray (J. Math. Pures Appl. 
1933)に始まる一連の結果では、境界データ
の大きさに関する制限を課すことなく、境界
データの定性的な性質により可解性が示さ
れている。最近、Kozono-Yanagisawa (Math. 
Z. 2009)により、領域の形状に関する位相不
変量に着目したベクトル場の解析により、扱
える境界データのクラスが一般化されてい
る。従って、大きな境界データに対して、大
きな定常解が存在し得るが、この大きな定常
解が安定かどうかは知られていない。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、非圧縮粘性流体の運動エ
ネルギーの散逸のメカニズムの解明を動機
とし、非圧縮ナビエ・ストークス方程式の解
の周波数成分の時間大域挙動に着目し、解の
エネルギーがある周波数帯（スペクトル分
布）に集中・凝縮する現象が起こるかどうか
解明するとともに、この現象を生じさせるよ
うな初期条件の定性的な条件を明らかにす
ることである。特に、周波数成分の分布を調
べることは、方程式に内在する非線形現象の
解明と深く関連している。この取り組みから、
線形のストークス方程式と本質的に異なる
非線形現象の発見を目指している。 
 また、３次元の滑らかな境界を持つ有界領
域において、境界からの流入・流出がある状
況下での定常ナビエ・ストークス方程式の解
について、解の大きさに関わらず安定となる
ような定性的性質を解明することを目指す。 
 
３．研究の方法 
 n 次元全空間上で、外力が 0 のナビエ・ス
トークス方程式について考察を行う。この場
合においては Skalak により、解のエネルギ
ー時間減衰と、解の周波数成分の時間挙動と
の相関が明らかにされており、エネルギーが
時間多項式減衰する場合には、エネルギーの
低周波領域への集中が起こり、指数関数的に
減衰する場合には、中域の周波数帯への凝縮

が起こる。従って、解が時間多項式減衰する
のか、指数関数的に減衰するのかを判定する
ことが重要であり、これを解のエネルギーの
下からの減衰評価(lower bound)を確立する
ことで行う。また下からの減衰評価と初期値
の構造との関係を解析する。 
 解のエネルギー減衰に対しては、ナビエ・
ストークス流に占める線形部分（ストークス
流）と非線形項のパワーバランスが重要であ
る。これについては、Fujigaki-Miyakawa 
(SIAM J. Math. Anal.  2001)での、基本解
（熱核、ガウス関数）による高次漸近展開を
用いた議論が有効である。そこで、一次、二
次と、より高次の漸近展開を行うことで、速
い減衰に対する下からの評価を確立する。こ
れらを実解析的手法、調和解析的手法及び関
数解析的手法により考察する。 
 ３次元の滑らかな境界を持つ有界領域上で
境界からの流入・流出がある状況下での定常
解の安定性をエネルギー法により導く。定常
解からの摂動方程式に現れる対流項を散逸
項に吸収できるかが鍵となるが、これを
Leray の不等式をみたすような内部拡張を許
す境界データに対して考察する。さらに対応
する定常解もLerayの不等式を保存するよう
な境界データの定性的な条件を求めること
ができれば安定性を導くことができる。 
 
４．研究成果 
（１）半空間におけるナビエ・ストークス方
程式の解のエネルギー減衰における下から
の評価とスペクトル分布について 
 先行する研究として、全空間における非圧
縮ナビエ・ストークス方程式の解のエネルギ
ー集中現象について、解の低周波部分の情報
が支配的になっていく様子が明らかにされ
ている。より詳しくは、3 次元全空間上のナ
ビエ・ストークス方程式の乱流解の範疇にお
いて、初期値が十分な低周波成分を持ち、か
つ空間遠方での可積分性を持てば、解のエネ
ルギーは任意の低周波領域に集中していく
ことが得られている。 
 全空間の場合と同様の観点から、半空間に
おけるナビエ・ストークス方程式に対しても
考察を行った。半空間では、境界条件と非圧
縮条件の影響により、「流れ」は 全空間のそ
れと比べ、格段と複雑なものとなる。このこ
とは、ストークス流に関する鵜飼の解公式が、
空間大域的な特異積分作用素を駆使して表
現される点にも見出せる。本研究では、鉛直
方向と接方向とに「流れ」影響を分解するこ
とで、線形ストークス流のエネルギー減衰の
下からの評価を導出し、ナビエ・ストークス
方程式の解のエネルギー減衰に対する下か
らの評価を確立することに成功した。応用と
して、全空間における低周波数領域に対応し
たスペクトル帯へのエネルギーの集中現象
を解明した。（雑誌論文⑤） 
 雑誌論文⑤で扱った初期値は、鉛直成分が 
0 であるものであった。この場合には、線形



のストークス流も鉛直成分が 0 となり、一
次元低い全空間のストークス流の様に振る
舞うことが示されている。しかしながら、鉛
直成分が 0 以外の値をとる場合には、上述
の構造は破綻してしまう。本論文では、鉛直
成分が接方向の摂動と見なせ、かつ非圧縮条
件と両立するような初期値の特徴付けを行
い、ナビエ・ストークス流のエネルギー減衰
に対する下からの評価を確立し、雑誌論文⑤
の結果の改良に成功した。（雑誌論文③） 
 
（２）ナビエ・ストークス方程式の大きな定
常解の安定性について 
 定常解の自乗可積分ノルムでの安定性に
関しては、小さな定常解の安定性が Serrin 
(Arch. Ratinal Mech. Anal. 1959) により示
され、また、Sattinger により、定常解によ
る摂動ストークス作用素の固有値分布によ
る安定性の判定法が確立されている。しかし
ながら、与えられた大きな定常解に対する、 
摂動ストークス作用素の固有値分布を調べ
ることは、実際には非常に困難である。そこ
で、雑誌論文④による研究では、与えられた
大きな定常解から、境界データの影響を分離
する手法を開発し、Sattinger とは異なる安
定性の判定法を与えた。これは定常解が、
Leray の不等式をみたすような境界データの
領域内部拡張に３乗可積分ノルムの意味で
十分近ければ指数関数的漸近安定であると
いうものである。故に境界データの内部拡張
と定常解の差が本質的であるため、両者が十
分大きい場合にも有効な手法である。また、
内部拡張の十分近くに定常解の存在を許容
するような境界データの条件を、内部拡張の
渦度により特徴付けることに成功した。 
 条件の一般化として、定常解が安定となる
ような境界データの幾何学的な形状といっ
た定性的な性質のさらなる解析が課題であ
る。 
 
（３）重み付きハーディー空間におけるナビ
エ・ストークス方程式の可解性と漸近展開へ
の応用について 
 全空間の非圧縮ナビエ・ストークス方程式
の解に対してその漸近挙動を解析するため
には、解の主要項を明らかにすることが重要
である。この方面では、Fujigaki-Miyakawa 
(SIAM J. Math. Anal. 2001)による一連の研
究が知られている。解の漸近展開を行うため
には、解の高次の重み付き評価が必要不可欠
である。しかしながら、重み付きルベーグ空
間の枠組みでは、マッケンハウプト条件によ
る重みの制限により、高次の漸近展開を行う
には不十分であった。そのため、初期値と解
について空間遠方で多項式減衰するという
制限が要求されていた。 
 一方、重み付きハーディー空間を用いたナ
ビエ・ストークス方程式の可解性が筒井容平
氏により明らかにされた。これにより重み付
きルベーグ空間におけるマッケンハウプト

条件を超えた高次の重みを扱え、解の高次漸
近展開への応用が可能になった。 
 そこで、まず重み付きハーディー空間を用
いたモーメント条件の修正を行い、初期値に
空間遠方の減衰を課すことなく、積分量の条
件のみによって、n 次の漸近展開を導出し、
解の主要項を明らかにした。さらに重み付き
ハーディー空間のモーメント消失の性質か
ら線形ストークス流の低次の主要項の影響
がなくなり、本質的に非線形項の影響が支配
的であることが明らかになった。また、漸近
系が求まれば、その係数を制御するこで、
解の時間減衰が得れることに気づいた。特に、
Brandolese 氏により導入された回転対称性
を用いることで、一般の初期値に対する最良
の減衰よりも速い時間減衰をより広いクラ
スの初期値に対して導くことに成功した。
（雑誌論文①） 
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