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研究成果の概要（和文）：層ポテンシャルの再構成問題は変分構造を有し，与えられたポテンシャルを生成する層（閉
曲面）の存在が知られている．一方，逆問題の基本的問いである一意性，すなわち，前述の性質をもつ層が一意に定ま
るかという問題に対しては，変分構造を定める汎函数が一般に凸であるとは限らず複雑であり非自明であった．
本研究では，仮想的にパラメーターをつけた問題の族の考察し，対応する層の族がなす曲面の動きを発展方程式として
導き，その力学系的性質を明らかにすることで，元の問題に対しての層の一意性およびその形状の定量的評価を得るこ
とに成功した．

研究成果の概要（英文）：An inverse problem in potential theory asks if, for a given potential, there is a 
unique surface which exactly induces the same gravitational potential as the given one. Although the 
problem has a variational structure from which the existence of a desired surface follows, the uniqueness 
question had not been clarified for decades because of the lack of information on the shape of the 
functional corresponding to the variational structure.
My research shows that the corresponding surface is actually unique if the given potential is close to a 
radially symmetric one. This is the first result asserting the uniqueness for asymmetric situation, to 
the best of my knowledge. The proof is based on the consideration of a parametrized auxiliary problem 
which produces a family of surfaces satisfying an evolution equation. I clarified the dynamical structure 
of the evolution equation and derived the uniqueness conclusion together with a quantitative estimate for 
the shape of the surface.
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）逆問題として現れる曲面再構成に関す
るポテンシャル論の問題は，その解の存在は
保証されているもののそれが唯一つに限る
かという一意性に関しては特別な場合を除
き未解決の問題であった．実際，異なる位置
にある二つの質点が生成する重力場と同じ
重力場を生成する曲面が二つあることが知
られており，それはこの問題の解構造が複雑
であることを示唆していた． 
 
（２）一方，その類似の問題である領域再構
成の問題に対しては，その変分構造から一意
性がしたがうことが知られており，またこの
静的な問題は流体力学に現れる Hele-Shaw
流を記述する動的な自由境界問題と“共役”
な関係を有することが1972年のRichardson
による Hele-Shaw 流に対するモーメントの
保存則の発見によって明らかにされていた． 
 
２．研究の目的 
 
（１）本研究では，幾何学的保存則をキーワ
ードに静的な変分問題と動的な幾何学的発
展方程式の“共役性”に焦点を当て，それぞ
れ独立の解析では得られなかった結果を両
者の密接な関連性を用いて求めることを目
的とする．特に，曲面再構成問題に対応する
動的な幾何学的発展方程式を導出し，その解
析によって一意性の問題の解決を目標とす
る． 
 
（２）また, これら“共役”な問題を繋ぐ幾
何学的保存則という大域的な数学的構造自
体に着目し，動的な問題の解の漸近的な振る
舞いを階層的に分類し，その力学系的構造を
明らかにすることが目的である．動的問題の
解構造の解明は静的な問題の解構造に対し
ても有益な情報をもたらすことが期待され
る． 
 
３．研究の方法 
 
（１）曲面再構成の静的問題のパラメーター
に関する解の連続性を考察するため，仮にそ
のような連続的な解があったとしてそれが
みたす動的な幾何学的発展方程式を導出す
る．また，逆にそのような動的な方程式の解
が存在すれば連続的に変化する静的問題の
解の族が得られることを示す． 
 
（２）導出される動く曲面を記述する動的問
題を発展方程式として表現し，それを関数解
析，微分方程式論を用いて解析し，その可解
性を証明する． 
 
（３）また，発展方程式を無限次元力学系と
して考察し，それらが有する幾何学的保存則
を用いて解の大域挙動の分類を行う． 

 
４．研究成果 
 
（１）幾何学的発展方程式による曲面族の特
徴づけ：曲面再構成の静的問題に対し仮想的
なパラメーターを導入し，それが変化すると
きの対応する解，すなわち曲面の族が幾何学
的発展方程式により記述されることを証明
した．これは，領域再構成の静的問題の解の
族がHele-Shaw流によって記述されることに
対応するものである．この証明された事実に
よって，曲面再構成問題の連続変化する解が
幾何学的発展方程式の可解性から導かれる
ことになる．また，証明では楕円型方程式の
正則性理論を用いた背理法による議論を用
いたが，これは先行研究で用いられていた手
法に比べ関数解析的に明解な形で述べてお
り，他の問題への適用を考える上でも有益で
あると考えている． 
 
（２）幾何学的発展方程式の可解性：上で述
べた静的問題の解の族の発展方程式による
特徴付けにより，静的問題の解の振る舞いは
発展方程式の可解性およびその解の振る舞
いを考察することに帰着される．実際，本研
究の成果として，この発展方程式がヘルダー
空間とよばれる正則な解空間において一意
に解をもつことを示すことができた．その証
明の鍵となるのは線形化作用素の解析的半
群の生成性であり，これを示すために，楕円
型正則性評価による交換子評価を用いて領
域が半平面の場合に帰着し，それをフーリエ
積分作用素として表現し調和解析の結果を
援用した．なお，本研究に現れる線形化作用
素は微分作用素ではなく非局所型であるた
め，Hele-Shaw 流の古典解の存在を示した
Escher と Simonett の調和解析的議論を参考
にしたが，Hele-Shaw 流に対応する作用素が
良く知られた Dirichlet-to-Neumann 写像な
のに比べ本研究で現れる非局所型作用素の
主要部はいわば Robin-to-Dirichlet 写像と
新しい型のものであり，その表象の代数的解
析や交換子評価を行う必要があった． 
 
（３）曲面の分岐条件の導出：発展方程式の
線形化作用素の解析により，曲面再構成問題
の解の分岐に対する必要条件が得られた．す
なわち，曲面の一意性が破綻する瞬間の曲面
はその平均曲率が負となる部分を必ずもつ．
この事実は１（１）で述べた一意性の反例に
対しても観測されるものであり，曲面の形状
という幾何学的条件と一意性という解析的
性質を結びつけた点でおもしろい． 
 
（４）過剰決定問題の領域の対称性：線形化
作用素の解析によって導かれた曲面の分岐
現象の必要条件は，言い換えれば平均曲率が
（真に）正の曲面は局所的に一意である（す
なわち，その近傍には解となる曲面が存在し
ない）ことを示している．しかし，このこと



は大域的な一意性については何も言及して
いない．その一方で，回転対称な重力場を生
成する曲面はまた回転対称，したがって球面
となることが知られている．これは曲面再構
成問題が本質的に過剰決定問題，すなわち楕
円型方程式に Dirichlet および Neumann 境界
条件を課した問題が可解となる領域（の境
界）を求める問題が等価であることに注意す
ると，Serrin による移動平面法を用いた対称
性の議論によって導かれる．本研究ではこの
ような対称性によらない新しい証明方法と
して，仮想パラメーターを導入した過剰決定
問題の解を構成することで一意性を導くと
いう新しい方法を提案し，移動平面法から導
かれる結果を含むより一般の状況で領域の
回転対称性を得ることに成功した．これは次
に述べるように，曲面再構成問題の大域的一
意性を示す上での布石となる． 
 
（５）曲面の大域的一意性：（４）で述べた
手法を一般化し，曲面再構成問題の一意性を
単調にその内部が拡大するようなパラメー
ター付き問題に対応する閉曲面族の構成に
帰着することができる．これは動的な幾何学
的発展方程式の時間大域的可解性に対応す
る．この大域的可解性は通常，線形化作用素
の解析などの局所的情報だけからは導くこ
とが難しいが，ある条件下において，その詳
細なスペクトル解析とともに発展方程式の
幾何学的保存量を用いて発展方程式の大域
的可解性を得ることができた．このことの帰
結として，与えられる重力場が一点の質点か
ら生成されるものに十分近い場合には曲面
再構成問題の解が唯一つ存在することを示
すことに成功した．また，その解，すなわち
曲面の形状の定量的な評価についても得る
ことができた．これは非対称性の場合も含ん
でおり，非対称な過剰決定問題の可解領域の
一意性を示す点でも新しい結果および手法
を提供するものである． 
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