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研究成果の概要（和文）：本研究では量子探索アルゴリズムの高速計算を達成させるツールとして　また物性物理の数
理モデルとして研究されている量子ウォークと呼ばれるものの数理を研究した。特にグラフ上に量子ウォークを長時間
走らせることによって、その空間構造を抽出することを目標に行った。長時間経過したときの無限グラフの上の量子ウ
ォークを観測することによって、グラフのサイクルや縁が存在すると局在化と呼ばれる現象として、知らせてくれるこ
とがわかった。また局在化と同時に線型的拡がりと呼ばれる現象も同時に起こることがあり、ランダムウォークよりも
時刻に対して二乗分だけ遠方に拡がる性質を有することも分かった。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied a mathematical model named quantum walk, which is 
investigated as quantum speed up quantum search algorithm and also a nice model accomplishing a 
topological insulator. In particular, by many time iterations of quantum walks on a network, we attempted 
to extract some structures of the network. By measuring a quantum walk on infinite graph after 
sufficiently large time, then we can know the existence of cycles and edges of the network as 
localization phenomena. We also observe its opposite property named linear spreading simultaneously. This 
phenomena provides which takes a quantum walker to quadratically further place comparing with random 
walker with respect to time iterations.

研究分野： 量子ウォーク
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１．研究開始当初の背景 
2000 年ごろから量子情報の分野から現れた
量子ウォークと呼ばれているランダムウォ
ークの量子版数理モデルは、様々な分野との
学際的オーバーラップが発見され研究が盛
んに行われている。しかしその分多くの研究
成果が混在しており、それらを統一的に理解
し、解釈する必要性があった。 
 
２．研究の目的 
ネットワークの空間構造を、量子ウォークを
走らせることによって抽出する。また量子ウ
ォーク写像の実効性の研究を行う。場当たり
的に行ってきたこれまでの一連の研究を抽
象的な視点から望むことを試みる 
 
３．研究の方法 
 
(1) クラス U によるネットワーク構造・環境
の特徴付け 
 二者の間に、CMV 行列の固有値分布を媒介
させることで、関係を見つけ出す。 
(1)-(a)クラス U の 2 段階目の極限定理と固
有値分布の関係: CMV 行列の固有値分布が質
点を持つとき、量子ウォーク(QW) の局在化
が起こることが明らかになり、固有値分布と
1 段階目の極限定理との関係はほぼ明確に
なった。しかし、CMV 行列と線形的拡がりを
表す 2 段階目の極限定理との関係について
は未解決なのでここで明らかにする。 
(1)-(b)CMV 行列の固有値分布とネットワー
ク構造・環境との関係:ネットワーク構造が
原点からの距離に関する階層構造をもつと
き、直線上の不均一な環境での QW に射影す
ることができることが分かっている。そこで
本研究では距離正則な構造を持つようなネ
ットワークに対しては、不均一な環境下での
QW に議論を置き換えて考える。最近、
Cantero et al. を含めた何人かの研究者に
よって QW を用いた時空間離散版のアンダー
ソン局在の研究がされている。この空間的摂
動がほとんど至る所で存在する環境中で起
こる“局在化”は、Aizenman-Molchanov の時
間発展に関するグリーン関数の評価を用い
て 考 察 さ れ て い る 。 さ ら に
Obuse-Kawakami[Phys.Rev. B 84 195139 
(2011)]によってランダムな環境での QW の
標準偏差の時間に対するオーダーが線形よ
りも小さい劣線形的であることが数値計算
によって示唆された。QW の環境に対する描
像は、少ない摂動ではクラス U に属し、一方、
摂動が起こる場所が増加するにつれて、この
普遍性は崩れ、劣線形的になると予想される。
摂動がどのくらい多くなるとクラス U に入
らなくなるのかなど、この一連の流れに対す
るより定量的な解析を与える。 
② この計画の遂行には、固有値解析の視点、
物理的視点、そして統計・測度論的視点に立
って論じる必要がある為、共同研究者の役割
分担は次のようになっている。特に固有値解

析と QW の極限定理が本研究の鍵となる。そ
のため、CMV 行列の本家本元の、L. Velaszuez
氏(ZaragozaUniv.)と CMV 行列の関係を見つ
けた F.A.Grunbaum 氏(U.C.Berkeley)、そし
て QW のクラス U を与える Konno 分布と呼ば
れる分布を発見し、業績[12]のモデルで二段
階目の極限定理を共同で初めて見つけた今
野氏(横浜国立大学) とは年に数回訪れて、
単位円周上の固有値解析に関する知見を学
びつつ、取り組むべき課題の共有を図るなど
して、密な共同研究を行う。また、T. Luczak
氏 (AdamMickiewicz Univ.) や 小 布 施 氏
(Kaelsruhe Inst. Univ.) による物理的観点
からのアイディアや、数値計算による示唆を
メールなどのやり取りの提供により、本研究
の解析的な議論に役立てる。 
 (2) QW 写像の実効性の研究 
グラフの専門家の知見と、QW の知見を融合さ
せ、下記の未解決問題にあたる。 
(2)-(a) 強連結グラフのグラフ同型判別問
題の QW による解決：Emms et al.の「QW の時
間発展の3乗の正のサポートの固有値分布に
よる、強連結グラフの同型判別」に対する予
想問題の真偽を明確にする。 
(2)-(b) 量子グラフの QW 写像：Smilansky 達
[S. Gnutzmann, and U. Smilansky, Advances 
in Physics 55, 527-625 (2006)] の一連の
研究対象である散乱行列の仕組みをよく吟
味すると、各辺にユークリッド長さを持つグ
ラフ上の線型シュレディンガー方程式系を
記述する量子グラフから、ある QW が出現す
ることが予想される。そこで、この散乱行列
から得られる QW と量子グラフとの関係をこ
こでまず明確にする。量子グラフの特性方程
式は、グラフの素サイクルの構造と深い関係
がある。同時に量子ソリトンと関係する量子
グラフのシュレディンガー方程式に非線形
な摂動を加えた場合についても考察する。 
海外の協力者として、 (2)-(a)では、この予
想問題を立てた S. Severini 氏 (Univ. 
College London)と、(2)-(b)ではグラフ上の
非線形シュレディンガー方程式系に精力的
に取り組んでいる L.Adami(Univ. Milano 
Bicocca)の所に訪問するなどしてアドバイ
ス・アイディアを得る。また、国内では 3名
のグラフと QW の専門家との知見を融合すべ
く、定期的に会合を開くなどしつつ具体的な
解析によって解決させる。 
 
４．研究成果 
(1)クラス U によるネットワーク構造・環境
の特徴付け[1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,13] 
量子ウォークの中でも特に研究が盛んに行
われているグローヴァーウォークと呼ばれ
るものに関して、アーベル被覆グラフ、いわ
ゆる結晶格子の場合、このクラス Uに入るこ
とが分かった。アーベル被覆グラフの有限商
グラフ上の拡張版セゲディーウォークの固
有値分布の性質がグローヴァーウォークの
挙動に反映されることを証明した。量子ウォ



ークの連続スペクトルは背後にある単純ラ
ンダムウォークのジューコフスキー逆変換
によって与えられる。局在化は、結晶格子の
素サイクルを反映する固有空間と、遺伝する
背後にあるランダムウォークの固有値から
もやってくることが分かった。ここからモチ
ベートされ、単体複体上の量子ウォークの構
成に成功し、数値計算を行い、六芒星の形を
した分布への収束が示唆されている。一方で、
線型的拡がりは、ランダムウォークの連続ス
ペクトルそのものではなく、その逆余弦を波
数によって微分したもの（擬速度）が極限分
布のサポートを与え、その二回微分(拡散係
数)がその密度を与えることが分かった。ま
たグローヴァーウォークの範疇にはいらな
いクラス量子ウォークに関しては不均一な Z
上の場合においては、CMV 行列の固有値解析
の知見を駆使して、クラス Uに入る場合があ
ることを証明し、縁に対して反応を示し、そ
の必要十分条件と弱収束の極限定理を証明
した。 
 
(2) QW 写像の実効性の研究[9,11] 
グローヴァー行列の二乗のサポートに関す
るグラフゼータ関数を定義することができ
た。二つとびのサイクルで生成されるオイラ
ー積表示で与えられる。さらにこのゼータ関
数は第二種デターミナント表示からそれぞ
れラプラシアンと符号付きラプラシアンを
誘導する頂点上の作用素の積で表わされる
ことを証明した。そこから全域木の個数など
空間構造を反映する量が抽出できた。三乗に
関しては、girth が十分に大きい時には巣尾
のスペクトルを求めることができ、一乗、二
乗のときとは描像がかなり大きく異なるこ
とを示唆した。 
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