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研究成果の概要（和文）：　1970年代にGoppaが代数幾何符号を発見した．有限体上において多数の有理点を持
つ代数曲線から，効率良い線形符号を構成できることを明らかにした．代数曲線論は数学において古くからある
研究分野である．近年暗号理論でも代数曲線が応用されるようになった．しかし有限体上の代数曲線について未
知の部分が多く残されている．符号理論の視点に立つと，最適曲線は代数幾何符号構成に最も有効である．最大
曲線について既に多くの研究成果が出ている．けれども最大曲線でない最適曲線の性質は五里霧中である．本研
究の最大の成果は，最大曲線でない代数曲線の中からSerre上界に達するものを発見したことである．

研究成果の概要（英文）：   In 1970's Goppa discovered algebro-geometric codes, where we need 
explicit curves with many rational points to construct　good codes. A curve attaining the Hasse-Weil
 bound is called a maximal curve, and there are many interesting research on it. However we do not 
know the property of a curve attaining Serre's bound which is not maximal. Recently we found that 
the sextics, defined by Wiman in 1895 and by Edge　in 1980, attain the Hasse-Weil-Serre bound over 
some finite fields. For some sextics among them, we determined the precise condition on the finite 
field over which the sextics attain the Hasse-Weil-Serre bound.

研究分野： 代数幾何符号

キーワード： 代数曲線　符号理論　有理点
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１．研究開始当初の背景

1970年代にGoppaが代数幾何符号を発見した．有

限体上において多数の有理点をもつ代数曲線から，効

率良い線形符号を構成できることを明らかにした．代

数曲線論は数学において古くからある研究分野であ

る．近年暗号理論でも代数曲線が応用されるように

なった．しかし有限体上の代数曲線について未知の

部分が多く残されている．

２．研究の目的

本研究は有限体上の代数曲線がメインテーマであ

る．最適曲線は代数幾何符号構成に最も有効である．

最大曲線について既に多くの研究成果が出ている．け

れども最大曲線でない最適曲線の性質は五里霧中で

ある．その中でターゲットを絞って，Serre上界に達

する最大曲線でない代数曲線の存在と性質を明らか

にしたい．研究期間 4年間において，全てを解明す

ることが困難なため，種数が比較的小さいものに重

点を置く．

３．研究の方法

本研究は 3つの段階に分けて進められる．

(1) Serre上界に達する代数曲線について種数 3以上

では，僅かな具体例しか知られていないので，まず

コンピュータ探索で具体例を発見する．

(2)発見した具体例の定義方程式を解析し，試行錯誤

しながら予想を立てる．

(3) 最終的に予想を証明する．

４．研究成果

研究成果は 3つの部分に分けられる．以下順番に

解説する．

(1) Wiman曲線

古典的な代数曲線の論文から Serre上界に達する

ものを発見できた．1896年に発表されたWimanの

論文である．その代数曲線をWiman の 6次曲線と

呼び，得られて研究成果を紹介する．

素数 p > 5とし，k を標数 pの体とする．k 上の

Wimanの 6次曲線は次のように定義される．

W : x6 + y6 + 1

+ a(x4y2 + x2y4 + x4 + x2 + y4 + y2)

+ bx2y2 = 0.

1© Wimanの 6次曲線のヤコビ多様体は以下のよ

うに k上完全分解する．

JW ∼ E3

1
× E3

2
,

楕円曲線は E1 : y
2 = xf1(x), E2 : y

2 = xf2(x),

f1(x) = x2 + (a− 3)(7a+ 6)x− (a− 3)(2a+ 3)3,

f2(x) = x2 − (a− 3)(a+ 2)x− (a− 3)(2a+ 3)

で定義される．

2© 有限体 Fp 上で定義されたWimanの 6次曲線

を考える．b = −6a− 3, m = (p− 1)/2 とし，

A1 =

⌊m

2
⌋∑

i=0

m!

(i!)2(m− 2i)!
Si,a,

Si,a = (−1)i(a− 3)m−i(7a+ 6)m−2i(2a+ 3)3i,

A2 =

⌊m

2
⌋∑

i=0

m!

(i!)2(m− 2i)!
Ti,a,

Ti,a = (−1)m−i(a− 3)m−i(a+ 2)m−2i(2a+ 3)i

とする.

p ≥ 17のとき，有限体 Fp 上のWimanの 6次曲

線W が Serre上界に達する必要十分条件は

A1 ≡ A2 ≡ −⌊2√p⌋ (mod p)

である．

3© a ∈ Fpとする．有限体 Fp2 上のWimanの 6次

曲線W が最大曲線となる必要十分条件は

A1 ≡ A2 ≡ 0 (mod p)

である．

4© p ≥ 11, a ∈ Fpとする. 有限体 Fp3 上のWiman

の 6次曲線W が Serre 上界に達する必要十分条件は

A3

1
− 3pA1 = A3

2
− 3pA2 = −⌊2p√p⌋

である．
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を以下のように更新できた．

下のテーブルは有限体 Fp上で多数の有理点をもつ

Wimanの 6次曲線の記録である．

Fp (a, b) #W (Fp) old entry

17 (1, 8) 54 – 60

29 (6, 19) 78 – 90

37 (35, 9) 86 80 – 104

41 (35, 33) 102 90 – 114

47 (18, 30) 120 90 – 126

59 (21, 48) 132 120 – 150

61 (38, 13) 134 110 – 152

73 (34, 12) 170 140 – 174

79 (57, 50) 176 170 – 182

89 (79, 57) 186 150 – 198

下のテーブルは有限体 Fq上で多数の有理点をもつ

Wimanの 6次曲線の記録である．

Fq #W (Fq) old entry

72 110 – 134

112 254 230 – 254

73 512 500 – 564

113 1716 1680 – 1764

133 2714 2690 – 2756

115 165756 165720 – 165864

135 378506 – 378602

175 – 1434156

195 – 2494982

(2) Edge曲線

1981年に EdgeがWiman曲線を研究して得た代

数曲線である．

Edgeの 6次曲線は次のように定義される．

x6+y6 + 1 + (x2 + y2 + 1)(x4 + y4 + 1)

− 12x2y2 + α(y2 − 1)(1− x2)(x2 − y2) = 0.

1©素数 p > 3とし，kを標数が pの体とする．Edge

の 6次曲線は以下のように k上でヤコビ多様体が分

解する．

JG ∼ JD × J2

D′ ,

ここで超楕円曲線は，

D : y2 = fα(x)gα(x)，D′ : y2 = f−α(x)g−α(x)，

fα(x) = −6x3 + (9 + α)x2 − (α+ 7)x+ 2,

gα(x) = 2x3 + (1 + α)x2 + (1− α)x + 2

で定義される．

2© Edge の 6 次曲線は (p, α) = (19, 0), (29, 0),

(59, 12), (79, 0), (109, β715) (139, 12), (149, 33),

(179, 42), (199, 0), · · · のとき有限体 Fp2 上で最大

曲線となる．

3© Edgeの 6次曲線は (p, α) = (67, 0), (229, 110),

(787, 356), (1021, 230), (1153, 154), (1229, 67), · · ·
のとき有限体 Fp3 上で Serre上界に達する．

(3) ある種の 6次曲線

Wimanの 6次曲線と Edgeの 6次曲線を参考に以

下のような代数曲線を定義した．

S : x6 + y6 + 1

+ a(x4y2 + x2 + y4)

+ b(x2y4 + x4 + y2)

+ cx2y2 = 0.

1© コンピュータ探索をした結果，有限体 Fp2 上で

最大曲線を得ることが出来た．下のテーブルにおい

て，WはWiman曲線，Eは Edge曲線，Sは曲線 S

について有限体 Fp2 上で最大曲線を得たことを意味

する．

5 7 11 13 17 19 23 29

W W W W W

31 37 41 43 47 53 59 61

W S W S W S W

67 71 73 79 83 89 97 101

S W W W W S W

103 107 109 113 127 131 137 139

W W E S W W S W

149 151 157 163 167 173 179 181

E S S W S W S

191 193 197 199

W W S W

2© 曲線 Sをコンピュータ探索した結果，最大曲線

でない最適曲線を得た．



種数 6の代数曲線

x6 + y6 + 1 + (x2y4 + x4 + y2)− x2y2 = 0

は有限体 F57 上で Serre上界に達する.
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を以下のように更新できた．

下のテーブルは有限体 Fp上で多数の有理点をもつ

曲線 S の記録である．

Fp (a, b, c) #S(Fp) old entry

19 (13, 6, 16) 56 [50− 68]

37 (29, 28, 14) 98 [86− 104]

43 (2, 4, 2) 104 [100− 116]

53 (51, 36, 1) 132 [120− 138]

61 (42, 54, 17) 140 [134− 152]

67 (65, 2, 45) 152 [140− 164]

71 (29, 65, 70) 156 [150− 168]

下のテーブルは有限体 Fq上で多数の有理点をもつ

曲線 S の記録である．

Fq (a, b, c) #S(Fq) old entry

53 (β4, β56, β38) 240 [210− 255]

u3 + 3u+ 3 = 0

73 (β22, β94, β8) 542 [512− 564]

u3 − u2 + 4 = 0
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