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研究成果の概要（和文）：離散的な確率過程である出生死滅過程の解析に用いられてきたDoi-Peliti法の数理的な意味
について深く研究を進めることで，離散的な変数を，連続的な変数とその微分に置き換えられることを見出した．これ
を利用して系統的な方法で双対過程を導出できるようになった．さらに，確率微分方程式に対する双対過程や，出生死
滅過程に対する双対過程などを利用することで，もとの確率過程に対する高速なデータ解析手法を構築できるようにな
った．

研究成果の概要（英文）：Doi-Peliti formalism has been mainly used to analyze birth-death processes, which 
deals with discrete state variables. I investigated the mathematical meanings of the formalism, and it 
has been found that discrete variables can be connected to continuous variables and their differentials 
via the Doi-Peliti formalism. Using the findings, it is possible to derive dual processes from the 
original stochastic processes in systematic ways. Applying the duality concepts, dual processes for some 
stochastic differential equations and birth-death processes have been derived. In addition, using the 
dual processes, it is possible to construct rapid computational frameworks for time-series data analysis 
for the original stochastic processes.

研究分野： 数理工学，統計的機械学習，情報統計力学，確率過程の数理とその応用
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１．研究開始当初の背景 
 生命科学から工学，経済系などの社会科学
も含めた様々な分野において，観測・入手さ
れたデータから現象を解析することの重要
性が増している．特に確率微分方程式は細胞
内反応から金融工学にいたるまで用いられ
る数学的な道具であるが，その解析的および
数値的な扱いには注意が必要である．さらに
場合によってはデータ解析に大量の数値計
算が必要とされる． 
 また，近年の生命科学における観測手法の
発展により，指折り数えることができる程度
の少数の分子が重要な役割を果たすことが
あることも示されてきている．こういった少
数性・離散性が顕著な時系列データに対する
解析手法も求められていた．そもそも離散性
を有する確率過程に対しては，マスター方程
式などのいくつかの解析的な手法は知られ
ているものの，少数性・離散性を扱うための
数理的な「言語」に関する研究は不十分であ
った． 
 実験的に一分子計測データの蓄積も進む
なか，揺らぎの大きな系を理解し，解析する
ための数理的手法およびデータ解析のため
の統計的手法を早急に確立することは，学術
的観点からも，また応用的観点からも重要性
が高くなっていた． 
 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，代数的確率論の枠組みに
基づき，揺らぐ系を記述するための数理的な
言語を整理・構築することである．さらにそ
のひとつの応用として，離散観測・観測ノイ
ズを想定したデータ解析手法の枠組みを提
案することも目的とする． 
 
 
３．研究の方法 
 まず，量子力学における第二量子化法と類
似した Doi-Peliti 法に関する数理的基盤に関
する研究を実施した．少数性・離散性を扱う
ための手法として研究されてきていた
Doi-Peliti 法は，確率モデルの振る舞いを調
べるために用いられ，代数的確率論のひとつ
の例ともなっている．まずその数理的な基盤
を明らかにし，データ解析という逆問題への
適用可能性を探った．特に計数統計と呼ばれ
る，確率過程における特定の遷移の生じた回
数 の 統計性 を 調べる 数 理的枠 組 み と
Doi-Peliti 法との接点，および直交多項式系
と Doi-Peliti 法との接点に関する理論的な研
究を実施した． 
 続いて，確率過程における双対性のデータ
解析への応用可能性を検討した．確率微分方
程式系に対する検討の際は，比較としてアン
サンブルカルマンフィルタを用いた数値実
験もおこない，手法の有効性を調べることと
した．特に，実際の実験データを想定し，不
規則な時間間隔でしかデータを得ることが

できず，またデータには観測に起因する揺ら
ぎを含むものとした． 
 
 
４．研究成果 
(1) 確率過程において特定の遷移に関する
情報を引き出すための枠組みである計数統
計について，幾何学的位相の観点，および
Doi-Peliti 法の観点から数理的な研究を実
施した． 
 ある非平衡定常状態から別の非平衡定常
状態に遷移する際の変化の特徴をどのよう
な量で測るべきか，という問題については決
定的な答えがない状態であり，様々な試みが
なされていた．ここでは何かしらの数理構造
を背景とした量を模索することを考え，非周
期的・非断熱的という一般的な状況において
幾何学的位相を定義でき，これが遷移を特徴
付ける量の候補となりうることを示した．提
案した量を簡単な確率モデルにおけるエン
トロピー生成の問題に適用したところ，提案
した量はシャノン情報量の差と近い値を取
ることが明らかとなった．さらに，このよう
な計数統計の枠組みを代数的確率論のひと
つの例である Doi-Peliti 法で記述可能であ
ることも明らかとなった． 
 発見的にさまざまな特徴量が提案されて
いるなかで，数理的な基盤をもつ特徴量を提
案できたことは，今後の関連研究にけるひと
つの足掛かりとなりうる．また計数統計に関
する研究については招待論文の執筆もおこ
なった． 
 
(2) Doi-Peliti法を用いた双対性の導出の拡
張をおこない，実際のフィルタリングに適用
した． 
 これまでにも離散的な状態をもつ確率過
程と連続的な状態をもつ確率過程の間に成
立する双対性が知られていた．出生死滅過程
から出発し，Doi-Peliti 法を利用して系統的
に双対となる確率微分方程式を導出できる
ことは以前の研究で明らかとされていたが，
その逆方向の導出は不明であった．そこで，
重み因子（Feyman-Kac term）と付加的な状
態を利用することで，広いクラスの確率微分
方程式系に対して双対性を拡張できること
が明らかとなった．これにより，特に非線形
な係数をもつ確率微分方程式の取り扱いが
容易になった． 
 この拡張手法を用いて，具体的に観測デー
タに基づいて状態を推定する手法を提案し
た．非線形な確率微分方程式系に対するフィ
ルタリング手法として，例えばアンサンブ
ル・カルマンフィルタが知られている．アン
サンブル・カルマンフィルタにおける各粒子
の時間発展にはモンテカルロ法を用いるた
め計算に時間を要するが，ここを双対性に基
づいた時間発展に置き換えた（図１）．双対
性を利用することにより，大規模な事前計算
をしておけば実際のフィルタリングの際の 



 
図 1: 双対性に基づくフィルタの枠組み．ア
ンサンブルカルマンフィルタにおける各粒
子の時間発展を，双対性による分布の時間発
展に置き換えることで計算を高速化できる．
その後，黒丸で表された観測データに基づい
たフィルタリングを実施する． 
 
 
 
 
計算負荷は軽く済む．Van der Pole 型の非線
形系に対して数値実験を実施し，手法の有効
性を確認した． 
 実際のフィルタリングが軽量な計算で済
むというという特徴は，双対性を用いたから
こそ得られた．長時間の時間発展のためには，
双対過程に対する非常に高精度な解が必要
になるなど，改良すべき点はまだ残されてい
るが，確率過程の双対性を用いた新しいデー
タ解析の枠組みの提案は本研究で初めてな
されたものである． 
 
(3) 環境が変化する状況に対する出生死滅
過程の解析的な枠組みについての研究を実
施した． 
 時定数が変化せずに常に一定となる場合
の出生死滅過程は，母関数法を始めとしてさ
まざまな解析方法がすでに知られている.特
に直交多項式に基づいたKarlin-McGregorの
スペクトル表現により，さまざまな出生死滅
過程の時間依存解析解を直交多項式を用い
て記述できることが知られていた．しかし時
定数が時間に依存して変化する場合に
は,Karlin-McGregor のスペクトル表現のよ
うな直交多項式に基づく表現が得られるか
どうかは自明ではなかった．そして実際の細
胞内反応等においては環境の変化がシグナ
ルとなってシステムの振る舞いの変化を引
き起こすため，環境の変化を時定数の変化と

捉えて出生死滅過程を記述し，それを理論的
に扱えるようにすることが必要となる．そこ
で Doi-Peliti 法の枠組みを用いてある簡単
な出生死滅過程に対しては時定数が時間依
存する場合でも直交多項式に基づく表現を
得 ら れ る こ と が わ か っ た ． さ ら に ，
Doi-Peliti法の枠組みをLie代数として捉え
ることで，時定数が変化する出生死滅過程に
対して，求積法によって解が得られるかどう
かを判断する方法について議論した．具体的
にはLie代数が閉じるかどうかがその判断基
準となるが，Doi-Peliti 法を経由することで
その判断がこれまでよりも容易になった． 
 
(4) 出生死滅過程同士の双対性について，デ
ータ解析を念頭においた新しい利用方法を
考案した． 
 確率微分方程式に対しては，その双対過程
として出生死滅過程を導出することで，平均
や分散といったモーメントを計算できるこ
とがわかっていた．しかし，出生死滅過程同
士の双対性を単純に利用する場合には，双対
過程を解くことがもとの出生死滅過程のひ
とつの遷移確率を計算できることに対応す
るだけであり，双対性の利用の利点があまり
ない．しかし，出生死滅過程の反応速度定数
について双対変数を導入することで，双対性
を利用する大きな利点が出現することを見
出した．具体的には，双対過程のひとつの解
が，元の過程におけるさまざまな反応速度定
数における遷移確率に対応する． 
 この手法を利用することで，時系列データ
からの反応速度定数の推定を高速におこな
う手法の基盤を整えることができた． 
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