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研究成果の概要（和文）：三次元接触多様体はオープンブック分解と呼ばれる分解により、境界付き曲面の写像類群を
用いて表示できる。オープンブック分解を用いることで三次元接触多様体をより位相幾何的な手法で調べる手法を発展
させた。特に成果として、多様体内のovertwisted discがオープンブックの各ページと本質的に交わるよい位置に置け
ること、またJonesによる閉組みひもの交差数と組みひも指数との関連についての予想の一般化などが得られた。

研究成果の概要（英文）：A contact 3-manifold is presented by using the mapping class group by using an 
open book decomposition. By using open book decomposition we develop a method to study contact 
3-manifolds in more topological way. As products, we showed that an overtwisted disc can be put in a good 
position so that it essentially intersects with pages of open books, and obtain a generalization of 
Jones' conjecture concerning the algebraic linking number and braid indices.

研究分野：低次元トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
 
閉三次元接触多様体はオープンブック分解
と呼ばれる分解表示を持ち、閉三次元接触多
様体の接触同相類のなす集合とオープンブ
ック分解の安定同値類のなす集合が一対一
に対応することが知られている（Giroux 対
応）。オープンブック分解は近年の古く 1920
年代には知られていたが、近年になり三次元
接触幾何の発展に伴い着目されるようにな
った三次元多様体の分解表示である。現在で
は接触構造の研究の基本的な道具として利
用され、接触構造の不変量の研究や多様体
上の接触構造の構成において、オープンブ
ック分解は基本的な役割を果たすことが分
かってきている。 
 
ヒーガード分解・デーン手術・単体分割と
いった（位相）三次元多様体の分解表示は、
これまでに多くの研究が行われるとともに、
有用な研究手法が数多く開発されている。 
それらの分解表示に比べ、オープンブック
分解による研究手法は発展途上である。ま
た、オープンブック分解は主に接触構造の
研究に用いられることが多く、接触構造を
忘れた単なる三次元多様体を調べる手段と
しての利用はごく限られていた。オープン
ブック分解による三次元多様体の構成は組
みひもから結び目・絡み目を構成する手法
の一般化と見ることができるが、そのよう
な観点からの研究もあまり知られていなか
った。 
 
接触構造のもつ位相幾何的な意味について
は、類似とされる taut 葉層構造についての
理論とは異なり、tight である接触構造をも
つ三次元多様体の位相的な性質については
現在でも決定的な答えが得られていない。 
そのため、接触構造と位相幾何との関連に
ついては多くの課題が残されている。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究では、三次元多様体のオープンブ
ック分解と呼ばれる三次元（接触）多様体の
分解表示を用いることにより、三次元多様
体のトポロジー・幾何・基本群・接触構造
を統一した観点及び手法で理解することを
目標としている。 
  
 １．の研究背景で述べたように、これま
でに行われてきた研究においては、オープ
ンブック分解は接触構造を調べる方法とし
て活用され、オープンブック分解からその
位相構造を調べることはあまりされていな
かった。オープンブック分解と位相構造と
の関連を明確にすることにより、接触構造
と位相構造との関連が理解できるようにな
ることを目標とした。 

 
 特に、研究における基本的な手法として、
次項で述べるopen book foliationと呼ばれる
対象を調べることで接触構造や位相構造を
調べる研究手法を確立・発展させることを
目的として研究を進めた。 
 
３．研究の方法 
 
オープンブック分解の構造により、三次元
多様体はページと呼ばれる境界付き曲面の
族とbindingと呼ばれるソリッドトーラスた
ちの和に分解される。このように三次元多
様体を分解表示したとき、各ページの接平
面場はオープンブック分解に対応する接触
構造を近似したものであり、接平面場を適
当に摂動してやることにより接触構造が復
元される（Giroux 対応）。 
 
 これを踏まえて、接触構造を直接扱うの
ではなく、より取り扱いやすいようなペー
ジの接平面場を利用して接触構造を調べる
ことを考えた。具体的には、多様体内の曲
面について、オープンブック分解の各ペー
ジとの交差の成す葉層構造（Open book 
foliation）を考え、その葉層構造を標準化
し調べていくことで元の三次元接触多様体
の構造を研究する。 
 
 また、open book foliation がより簡単にな
るように曲面を配置することにより、曲面
の三次元多様体内での良い位置（標準的な位
置）を見つけることができる。それにより、
三次元多様体の位相的な性質も同時に調べ
ることができる。 
 
Open book folaition は従来の接触構造の研
究、とくに接触構造の切り張りの手法で用
いられていた characteristic foliation(特
性葉層構造)に比べ、定義が位相幾何的であ
り、曲面とページとの交差のなす葉層構造
として容易に視覚化できるという利点があ
る。したがって、従来よりもより簡単に組み
合わせ的に取り扱うことが可能になるため、
接触形式などを具体的に用いること無しに、
位相幾何枠組みの中で議論や定義ができる
など、接触構造をより位相幾何的な手法で
調べる際に有用である。 
 
４．研究成果 
 
 主に Iowa 大学の川室圭子氏との共同研究
により、3 で述べた Open book foliation の
手法の基礎を構築した。特に、open book 
foliation が接触構造の研究で用いられる
characteristic foliationの、オープンブッ
ク分解の構造を反映した特別なものである
ことを明らかにし、従来の理論との関連お
よびその違いを明確にした。これにより、
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oprn book folaition が接触構造の情報を豊
富に含むことが保証される。 
 
 また、理論構築にあたり、open book 
foliation の改変操作や、その基本性質、特
に Fractional Dehn twist coefficient 
(FDTC)と呼ばれる写像類群の有理数値関数
との関連を調べることにより、次に上げた
一連の成果を得た。 
 

 一般の閉組みひもについての
self-linking number 公式を証明し
た。これは古典的に知られた
Bennequin による球面内の閉組みひ
もについての公式の拡張である。ま
た、公式中に写像類群の非自明なコ
サイクルが現れることを確認した。
これは写像類群の理論と transverse 
knot の理論との関連を示唆するもの
である。 
 

 オープンブック分解のモノドロミー
と多様体の幾何構造との一対一対応
を示した。これは Thurston による写
像トーラスの幾何構造とモノドロミ
ーのNielsen-Thurston分類との対応
をオープンブック分解に拡張するも
のである。 

 
 オープンブック分解のモノドロミー
および曲面の組みひもを用いた閉組
みひもの種数の評価を与えた。特に、
FDTC を用いて Thurston norm 等を部
分的に評価できることが分かった。 

 
 位相幾何的な手法による接触構造の
tight 性の議論を与えた。特に、
overtwisted disc がオープンブック
分解の各ページと本質的な弧として
交わるように配置できることを示し
た。これは、overtwisted disc が位
相三次元多様体の圧縮不可能曲面と
類似した性質を持つことを示したも
のであり、接触幾何的な性質から位
相幾何的な性質が導かれるという点
で、接触構造と位相構造との関連を
強く示唆するものである。 

 
 接触多様体内の overtwisted disc の
明示的構成と図示を行った。オープ
ンブック分解がいつ tight な接触構
造を持つかという問題についての
Honda-Kazez-Matic による予想の反
例 を 構 成 し た 。 ま た 、
non-right-veering という性質を持
つオープンブック分解は overtwiste 
disc を持つことが知られているが、
このようなオープンブック分解で表
示される多様体の overtwisted disc

をより具体的に構成した。 
 

 一般のオープンブック分解内の閉組
みひもについて、その組みひも指数
と self-linking number について、
Jones-Kawamuro 予想の一般化を定式
化し、証明した。また、予想の一般
化を調べるに当たり、安直な予想の
拡張に対する反例を統一的に構成し、
具体的に与えることで、証明した一
般化がある意味で最良であることを
明確にした。 

 
 なお、オープンブック分解は結び目の閉
組みひも表示の三次元多様体への一般化と
見ることができる。そのため、オープンブ
ック分解を調べるにあたっては組みひも群
や閉組みひもを調べることも重要となる。
また、組みひも群や閉組みひもについて知
られていることをオープンブック分解につ
いて一般化することは自然な問題意識とし
て現れ、また、組みひもの場合を考察する
ことにより一般のオープンブックの場合の
考察の手がかりが得られることが期待でき
る。 
 
 この視点から、関連する話題として、組
みひも群について、その線形表現や非線形
な（自由群への作用）表現の研究、及び組み
ひも群に関連するトポロジーについても研
究を行った。 
 
 特に、組みひも群のDehornoy順序を用いる
ことにより、Bigelow による予想「非忠実な
量子表現から得られる量子不変量は自明な
結び目を区別しない」を肯定的に解決した。 
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