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研究成果の概要（和文）：完備リーマン多様体から非正曲率を持つリーマン多様体へのk重調和写像を研究した．そし
て，次の結果を得た.
2重調和写像は調和であることをある積分条件の元に示した．また，この手法をk重調和写像へ応用した．浦川教授，中
内教授との共同研究により，有限な4エネルギーと有限なテンション場のL4ノルムを持つ3重調和等長はめ込みが調和と
なることを示した.これらの結果は大域版一般化されたChen予想の肯定的部分的解決である．

研究成果の概要（英文）：We studied polyharmonic maps of order k from a complete Riemannian manifold into 
a non-positively curved manifold. We got the following results.

We showed that biharmonic maps are harmonic under an integral condition. We applied this method into 
polyharmonic maps of order k. As a joint work with Prof. Urakawa and Prof. Nakauchi, we showed that 
triharmonic isometric immersion which have finite the 4-energy and finite the L4-norm of the tension 
field are harmonic. These results give affirmative partial answers to the global version of generalized 
Chen’s conjecture.

研究分野： 微分幾何学
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１．研究開始当初の背景  
  
 J. Eellsと J. H. Sampson は幾何学の自然
かつ中心的な理論である調和写像の一般化
となるk重調和写像の概念を導入した. kが 2
のときに特に研究が行われている．その中で
も最も興味深くかつこの分野を牽引してい
る問題に 1988 年頃 B. Y. Chen により提起
された Chen 予想，すなわち，「ユークリッ
ド空間内の 2 重調和部分多様体は極小であ
る．」という予想がある．2 重調和の研究を進
めていく上で，この予想の解決を行う必要が
あった．この予想に対して多くの研究者によ
り数々の研究結果が与えられたが未だ完全
な解決は与えられていない．完全な解決が与
えられているのは以下の通り： (1) 曲線，(2) 
3 次元ユークリッド空間内の曲面，(3) 4 次元
ユークリッド空間内の超曲面．これらの結果
に対して用いられた手法はユークリッド空
間の次元が 4以下の場合にしか用いることが
できない．また，Chen 予想は部分多様体に
完備性の仮定がなされておらず，局所的な問
題である．そこで，この状況を打破するため
に部分多様体の完備性を仮定した問題を考
え，部分的な解決を得た．しかし，完全な解
決には至らなかった．そこで，予想の肯定的
解決のみの研究ではなく，否定的解決の研究
を行う試みが必要となった． 
 
 
２．研究の目的  
  
  (1) 安定な 2 重調和部分多様体の分類問
題の研究． 
 安定な 2重調和部分多様体の研究は解析的
扱いの困難さから， 代表的な研究としては
E. Loubeau と C. Oniciuc の研究のみしか
ないのが現状である．従って，この安定な 2
重調和部分多様体の研究は Chen 予想解決の
方向性を定める研究であると同時に，安定な
2 重調和部分多様体の研究そのものの発展に
も寄与する研究である． 
  (2) グラフとしての 2 重調和部分多様体の
研究． 
 これは Bernstein 予想との類似性がある．
予 想 の 否 定 的 解 決 の 研 究 で は こ の 
Bernstein 予想の研究との類似性を用いた
研究も有効であると思われる． 
 (1), (2)の研究により，Chen 予想，及びそ
の一般化された予想の（部分的）解決を行う
ことが目標である． 
 
 
３．研究の方法  
  
 (1) 安定な 2 重調和部分多様体の分類問題
の研究． 
 Chen 予想解決のために予想が正しいか否
かの見極めが必要である．そのため，調和写
像論及び極小部分多様体の理論において自

然でありかつ大変有用な「安定性の理論」を
用いて予想の研究を行った．具体的にはまず，
安定な 2 重調和部分多様体を研究するため，
調和となるための積分条件の研究を行った．
そして，次元の低い空間形内の超曲面から研
究を行った．特に，Chen 予想解決のためにユ
ークリッド空間内の安定な2重調和部分多様
体の研究を行った．その後，外の空間が空間
形の場合に研究を進めた．そのための手法と
して極小部分多様体の安定性の理論を応用
するという手法をとった．2 重調和部分多様
体の必要十分条件の複雑さ及び，安定性の理
論に出てくる方程式の複雑さがあるため，そ
の近似解の計算も行った． 
 (2) グラフとしての 2 重調和部分多様体の
研究． 
 グラフとしての極小でない 2重調和部分多
様体の例を構成することを試みた． 
 
 
４．研究成果  
  
 (1) 安定な 2重調和部分多様体の分類問題
の研究． 
 安定な 2重調和部分多様体を研究するため，
調和となるための積分条件の研究を行った．
特に，完備リーマン多様体から非正曲率を持
つリーマン多様体へのk重調和写像を研究し
た．得られた結果は次の通りである． 
 ① 2 重調和写像が調和であることをエネ
ルギー有限性と 2-エネルギー有限性よりも
弱いある積分条件の元に示した．特に，2 重
調和部分多様体ではエネルギー有限性の仮
定は必要ないことも示した．  
 ② ①の手法を k 重調和写像へ応用した．
そして，k-エネルギー有限性より弱いある積
分条件の元，写像が調和であることを示した． 
  ③ 浦川教授，中内教授との共同研究によ
り，有限な 4-エネルギーと有限なテンション
場の L4 ノルムを持つ 3 重調和等長はめ込み
が調和となることを示した．また，平均曲率
一定な 3重調和部分多様体を研究し，有限な
4-エネルギーの仮定の元，これが調和となる
ことを示した． 
 これらの結果は大域版一般化された Chen
予想の肯定的部分的解決である． 
 (2) グラフとしての 2重調和部分多様体の
研究． 
 必要十分条件を書き下し，予想の反例の構
成を試みたが，反例を作ることはできなかっ
た．しかし，この研究により少なくとも超曲
面での反例の構成は難しいことが分かった．
また，予想の肯定的解決の可能性が高まった． 
 以上の研究の成果を2013年（ルーマニア），
2014 年（トルコ，日本）における国際研究集
会の招待講演で発表した． 
 (1)の①，②の手法は外の空間の曲率が上
から押さえられているリーマン多様体内の 2
重調和部分多様体の研究にも有効であり，こ
の手法を応用して「球面内の 2重調和部分多



様体は平均曲率一定であろう．」という BMO
予想への肯定的部分的解決を行うことがで
きた．この成果は現在論文にまとめ投稿中で
ある． 
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