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研究成果の概要（和文）：パターン形成の根幹を成す空間局在解（以下粒子解）の生成、消滅、衝突ダイナミク
ス、さらに不均一場との相互作用による多彩なダイナミクスを駆動する機構として、粒子解全体の成す階層構造
及びダイナミクス生成の組織中心の果たす役割を明確にし、それらが系の頑健性を支えることを2相対流系およ
び3種反応拡散系に対して示した。具体的には2相対流系における時間周期traveling pulse の分岐論的出自とそ
の衝突ダイナミクスの解明。3種反応拡散系におけるdefectからの自発的なパルス生成、振動テールをもつ粒子
解のSnaky構造と不均一場での多彩なダイナミクスの駆動機構を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Spatially localized patterns in dissipative systems form an important class 
of solutions in pattern formation theory. To understand the generation, annihilation and collision 
dynamics among those patterns is a big challenge. Global structure of all relevant solution branches
 forms a hierarchical structure and its connecting manner of stable/unstable manifolds gives an 
insight for dynamic behaviors of the above exotic dynamics. We applied the methodology to localized 
convective patterns of binary fluid and three component reaction diffusion systems of 
FitzHugh-Nagumo type.

研究分野：応用数学
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１． 研究開始当初の背景 
シュレジンガー は 1944 年のWhat is life?
という講演において、生命秩序を作り出す根
本原理は何なのかを問い、生命系が開放系で
あることに着目した。エネルギーや物質を外
から取り込み、第二法則に矛盾しない形で生
命活動の維持ができることを示唆した。この
ような開放系における自発的秩序形成はチ
ューリングやプリゴジンに引き継がれ、平衡
から遠く離れた環境でのパターン形成理論
として大きく発展した。とくに数学理論を深
化させるきっかけとなった数理モデルは BZ 
反応や CIMA 等の化学反応モデル、
Hodykin-Huxley 方程式に代表される神経
伝搬パルス、さらに２相対流現象に対する温
度場、濃度場とカップルした Navier-Stokes 
方程式や Swift-Hohenberg モデルなどが代
表的である。いずれの系でも粒子解は典型的
な解として現れる。これらの多様なダイナミ
クスの理解において偏微分方程式論を含む
広い意味での力学系理論は極めて大きな役
割を果たし、その非自明パターンの存在や安
定性に決定的な結果を残した。 
近年の大きな変化は計算機により解の大域
構造を幾何学的に明らかにする構造探索型
の方法論が確立し、これまで困難とされてい
た複雑ダイナミクスの解明が可能となった
ことである（Y.Nishiura 
“Far-from-Equilibrium Dynamics”
AMS,2003）。その有効性はとくに本研究の主
題である「粒子解」において著しい。実際、
先駆的成果として 1999 年に代表者らにより
初めて構造探索型手法を用いることにより、
定常パルスの分裂、崩壊という遷移ダイナミ
クスがサドルノード分岐の階層的連結構造
に帰着されることが判明した（Physica D 
130(1999),73-104）。最近では分担者の國府ら
による Conley-Morse 指数を用いるトポロ
ジカルな手法、またホモロジー量の計算を組
織的に行う Computational Homology の発
展により、3 次元複雑形態やそのトポロジー
量の時間変化でダイナミクスを解析するな
ど、新たな方法論が提供され始めた。これら
によりパターン形成理論も新たなステージ
に入りつつある。とくにこれまではパターン
間の弱い相互作用を摂動的に扱うのが主流
であったが、粒子解の衝突や不均一場での自
発生成パルスなど大変形を伴う本質的に「非
摂動」の範疇に属する数理の未開拓分野につ
いても、上記手法を組み合わせることにより、
その全貌をようやく明らかにできる可能性
が出てきた。実際、代表者による講演
“Collision dynamics in issipative 
systems ” , Pattern Formation: The 
inspiration of Alan Turing , St. John's 
College, Oxford,UK (2012)は実験科学者に
も大きなインパクトを与え、2013 年ミネソ
タ IMA での WS 主催、また 2015 年北京
ICIAM にも代表者は招待講演に招かれ、世
界的流れを形成しつつある。ここにおいて非

線形・非平衡現象全般に現れる動的局在構造
の複雑ダイナミクスを支配する機構を抽出
し、その頑健性を大域的無限次元力学系の立
場から明らかにする意義は大きく、本研究に
て格段に推進していく機が熟してきたと言
える。 
 
２． 研究の目的 
パターン形成理論の根幹を成す空間局在解
（以下粒子解）の生成・消滅あるいは衝突に
よる結合・離反等の相互作用の結果として、
粒子解の全体は階層構造を生みだし、それが
ダイナミックな頑健性（ロバストネス）を支
える。本研究の主題はそのような頑健な階層
性の起源についての数理的構造を明らかに
することである。粒子解としては、反応拡散
系や流体系に現れる孤立波や対流パターン
を対象とする。抽出された構造は普遍性をも
ち、実験科学者にとっても指針となる枠組を
目指す。強い相互作用、大域的構造を扱うた
め、構造的数値探索を重視する。本研究の基
本思想は「自己組織化原理に基づく不安定解
全体の成すネットワーク構造」であり、従来
の厳密な摂動論的手法と組み合わせること
により、大域ダイナミクスの厳密化への道を
開くことも目指す。 
 
３． 研究の方法 
散逸系ダイナミクス班、流れダイナミクス班、
トポロジカル構造探索班の３つの研究グル
ープ班により有機的連携を伴いつつ、研究を
推進する。最初の２つの班は取り扱う現象が
異なる２つのカテゴリーである散逸系及び
流体系でのモデル化と解析を実施する柱で
あり、３つ目のトポロジカル構造探索班は広
汎な視点と普遍的方法論を提供する横断的
役割を担う班である。主題である不安定性を
内包しつつ、しかし系全体としては、極めて
頑健な動的構造を保持できる数理的基盤を
明らかにするため、構造探索型数値計算によ
り無限次元における不安定解全体の幾何学
的配置に焦点を当てる。その結果を受けてト
ポロジカル構造探索班は他の班と協力して、
異なる現象を貫く普遍構造を抽出し、そこで
のダイナミクスを駆動する大域的分岐構造
を明らかにすることにより、階層性と頑健性
の関係を解明する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
とりわけモデル方程式の大域分岐解析は階
層構造および階層間ダイナミクスを明らか
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にする上で最も重要な解構造探索手法であ
る。さらに Conley-Morse分解などの力学系
的手法を併用することにより、散逸系無限次
元空間における複雑ダイナミクスの幾何学
の構築、さらにそのようなダイナミクスを生
み出す組織中心の発見を目指す。 
 
４． 研究成果 
パターン形成理論の根幹を成す空間局在解
（以下粒子解）の生成・消滅あるいは衝突に
よる結合・離反等の相互作用が生み出す複雑
ダイナミクスのバックボーンとして、粒子解
の全体は階層構造を成し、それがダイナミッ
クな頑健性（ロバストネス）を支えることを
とくに 2相対流系および 3種反応拡散系に対
して明らかにした。具体的には 
1．２相対流系における定常対流構造の階層
性とネットワーク構造: 2 相対流粒子解の
衝突過程における偶数モード定常解の階層
構造の解の間のより詳細な構造、とくに不安
定定常局在解から PTP へいたる連結軌道に
ついて解析を実施し、全体構造を明らかにし
た（図 1）．また PTPの分岐論的起源が空間
周期一様進行波解からのうなり分岐である
ことを明らかにした。                               
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 1：２相流体系における階層構造間の 
解のつながりを図示。漸近挙動に至る道筋が

明らかになる。 
2．振動テール局在解をもつ３種反応拡散系
の均一媒質における 2重 Snaky 構造の発見：
均一媒質かつ空間１次元の場合には、局在解
は２重Snaky構造をもつことが数値的に確認
された。Snaky 構造とは、空間一様な自明解
からうなり分岐した非自明解が複数のサド
ルノード点を経て空間を埋め尽くす周期構
造にいたる大域的振る舞いを言う。２重とい
う意味は進行波解についても同じように
Snaky 構造をもつことを言う。定常解から進
行波解への変化は対称性破壊であり、進行波
解の Snaky 大域枝は定常解のそれの
imperfection になっている。このような２重
Snaky 構造は反応拡散系において初めて発見
されたものである。 
3．振動テールをもつ局在解の不均一媒質に
おけるダイナミクス：１次元均一媒質の２重
Snaky構造は不均一性としてBump形状を考え
た時の高さが零に縮退した場合の解構造を
与える。これを種として高さが零でない不均
一媒質の時の定常解、時間周期解の全体を大
域的に探索した。これにより「Bump 形状をも
つ不均一媒質における１次元パルスのすべ
ての漸近挙動は、Bump の高さを分岐パラメー
タとしたときの自明な定数解からの大域枝
の連結成分にすべて含まれる」ことが数値的
に確認された。これは図 2に示したパルスジ
ェネレータの階層構造の全容の発見と同様
に大域分岐探索の大域幾何構造がパルスの
Bump に衝突した後の漸近挙動をすべて含ん
でいることを示しており重要な結果である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 2：ホモクリニック分岐の階層構造。 
横軸は不均一性の強さ、縦軸は周期 
 
4．振動テールをもつ 2次元局在解の不均一
媒質におけるダイナミクス：不均一性が特定
の幾何形状、とくに円盤型の場合に一群の動
的 HIOP(Heterogeneity Induced Ordered 
Patterns)を数値的及び解析的にその存在を
示した。動的とは時間周期的に回転する円盤
解が存在し、これは 2次元粒子解が衝突する
際に1次元とは全く異なる挙動を示す原因と
なる。より詳細なダイナミクスは 4次元 ODE
に帰着することにより、解析可能となること
を示した。 
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5．光 BZ パルス波の刺激応答ダイナミクス：
光反応 BZ パルス波に対し、局在化された光
刺激をパルスに照射するし、パルスを消滅さ
せるための最も効果的な光照射位置とその
強さの特定に関して数値的並びに実験的に
同定することができた。いわばパルス波のア
キレス腱というべきものの存在を明らかに
した。 
6．ネットワークダイナミクスにおける自己
修復機能の解明とその頑健性の起源：興奮性
ダイナミクスを素子とするネットワークダ
イナミクスにおいて、その自己修復機能につ
いては Morris-Lecar 系を含むより一般の系
に拡張することができた。またそれにより自
己修復機能の数理構造がより明確になった。 
7．変分法的手法による 3種反応拡散方程式
系における不均一場における解の存在と安
定性：一般化された 3種 FitzHugh-Nagumo
方程式は、その非線形の形より action 
potential という汎関数を構成できる。これ
により、HIOPとして Jumpの位置から距離
が離れた定常パルス解を構成できる。これに
よりパルスの defectとの衝突ダイナミクス
の理解が大きく進展した。 
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