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研究成果の概要（和文）：離散凸解析は連続世界の数学と離散世界の両方を横断する最適化の理論であり，様々
な分野における離散最適化の数学的な構造を抽出して，一般的な形に昇華させることによって多くの分野に適用
できる一般的な手法を作り出すことを目的としている．本研究課題では，離散差凸計画の理論，整凸関数や離散
中点凸関数の概念と性質，M凸関数の公理と特徴づけの精緻化，離散凸関数に関する諸演算の網羅的な解明など
を行うとともに，経済学・ゲーム理論におけるオークション理論，オペレーションズ・リサーチにおける在庫理
論，計算機科学における値付き制約充足問題などへの応用を開拓した．

研究成果の概要（英文）：Discrete Convex Analysis is a theory of optimization that transversally 
connects the continuous optimization and discrete optimization.  The theory aims at establishing a 
general methodology applicable in various disciplines of engineering and social science by 
extracting and reformulating common mathematical structures found in various problems. In this 
research project we have obtained results on discrete DC (difference of convex) programming, 
integrally convex functions and discrete midpoint convex functions, axiomatizations and 
characterizations of M-convex functions, operations on discrete convex functions, etc. We have also 
explored applications of discrete convex analysis to auction theory in economics and game theory, 
inventory theory in operations research, valued constrained satisfaction problem in computer 
science.

研究分野：数理工学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
離散凸解析は，最適化において「連続と離散を繋ぐパラダイム」であり，様々な分野で別々に考察されてきた数
学的な構造を，分野を越えて理解して，相互に利用するための枠組みである．離散凸解析の理論やアルゴリズム
が一般的な形で整理されることによって，コンピュータ科学，オペレーションズ・リサーチ，経済学，ゲーム理
論，数学などの様々な分野での共通の言葉やアプローチが生まれ，学問諸分野の交流が可能となる．さらには，
その共通の知識に基づいて，様々な応用が繋がり発展していくことが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 連続値の変数に関する最適化の分野では，凸関数の理論（凸解析）が中心的な役割を果たして
きた．凸解析の意義としては， 
 ・凸関数は双対性などの豊かで美しい数理的構造をもつこと， 
 ・数理モデルの数学的解析（感度解析やアルゴリズム設計など）がうまくできること， 
 ・非凸関数も凸関数の理論を基礎として扱えること， 
などがある． 
 一方，離散最適化の分野においては，凸解析のような統一的な視点は存在せず，混沌とした状
況にあった．そこで，研究代表者は凸解析理論とマトロイド理論を融合し，離散関数を扱う統一
的な枠組みとして離散凸解析の理論体系を提唱した．Ｍ凸関数とＬ凸関数の概念，構造定理(共
役性，双対性)，最小化アルゴリズムなど，理論の大要を和書(室田：離散凸解析，共立出版， 
2001年）の形に纏め，その後の進展を含めて，アメリカ応用数理学会（SIAM)から英文の成書
（K. Murota: Discrete Convex Analysis, 2003年，389頁)を出版した．さらに，理論の平易な
紹介も出版している（室田：離散凸解析の考えかた，共立出版，2007年，および室田・塩浦：
離散凸解析と最適化アルゴリズム，朝倉書店，2013年）． 
 凸解析とマトロイドの関係は，1980 年代に Lovasz, Frank, 藤重らによって議論され，劣モ
ジュラ関数に関する基本結果が得られた．離散凸解析はこの方向性を大きく発展させたもので
あり，研究代表者独自の体系である．数理計画・離散数学の内外の専門家から高い評価を受ける
ようになり，連続と離散を繋ぐパラダイムとして国際的に認識されるようになった． 
 以上のように，理論・応用の両面で，本研究代表者を中心とする研究グループは離散凸解析の
研究において世界をリードする立場にあるが，一方で，トロピカル幾何学（数学），オークショ
ン理論（経済学），在庫管理（オペレーションズ・リサーチ）への応用など，海外の活動も活発
化していた． 
 
２．研究の目的 
「離散凸解析」は，凸関数と離散構造と併せて考
察する最適化の理論であり，連続世界の凸解析に匹
敵する理論を離散世界に構築することを目的とし
て，代表者が１９９０年代の後半に提唱した「連続
と離散を繋ぐパラダイム」である．離散凸解析の世
界には， 
 (i) 連続・離散軸（実数，整数，｛0,1｝ など） 
 (ii) 凸・非凸軸（線形，凸，擬凸，非凸 など） 
 (iii) 分野横断軸（アルゴリズム，経済学， 
オペレーションズ・リサーチ，システム工学など） 
の３つの軸があり，個々の研究成果をこの図式の中
の「点」として位置づけることによって，離散凸解
析の全体像を把握することができる． 
本研究の目的は，既に得られた様々な成果をつなぐ枠組を作ることによって，離散凸解析の特
徴である「分野の横断性」と「手法の横断性」をより発展させることである． 
 
３．研究の方法 
 離散凸解析の理論と応用を，(i) 連続・離散軸，(ii) 凸・非凸軸，(iii) 分野横断軸，の３
つの観点から整理することによって，個々の数理的技法や応用諸問題の相互関係を明確にし，
(a) 数理手法の開発，(b) 応用の開拓，(c) ソフトウェアの整備，の３つの面で新たな展開を図
った．(a), (b) についてはいくつかのサブテーマに分けて研究を推進した． 
離散凸解析の横断性を，分野と手法の両面において推進する本研究課題においては，連携研究
者，研究協力者との討論が中心的な研究方法である．また，国際学会における海外研究者との討
論によっても，新たな研究テーマの着想が得られ，当初想定しなかったような研究成果を生み出
すことになった．研究体制は，代表者の他に，連携研究者／研究協力者として，田村明久氏，岩
田覚氏，塩浦昭義氏，土村展之氏，森口聡子氏，平井広志氏，小林佑輔氏，高澤兼二郎氏の８名
を加え，さらに海外の共同研究者として，A. Frank 氏（ハンガリー）, T. McCormick 氏（カナ
ダ）, F. Tardella 氏（イタリア）,  S. Zivny 氏（イギリス），などの協力も得ることとなっ
た. 
 
４．研究成果 
離散凸解析の横断性を，分野と手法の両面において推進した．主な研究成果は以下の通りであ
る． 
 
(1) ［離散差凸関数］  
離散凸解析の枠組みを利用して，DC 計画問題（２つの凸関数の差で表される関数を最小化する
問題）の離散版の理論を構築した．離散凸解析におけるＬ凸関数とＭ凸関数が離散版の「双共役
性」と「劣勾配」を持つことに着目して Toland-Singer 双対定理などの数学的定理を見出すとと



もに，効率的に局所最適解を発見するアルゴリズム（DC アルゴリズム）を考案した．さらに，よ
り広いクラスである凸拡張可能な離散関数に対して，特別な形の凸拡張を用いた連続緩和を用
いれば整数性ギャップを回避できることを示し，これに基づくアルゴリズムを開発した．さらに，
2つのＭ凸集合関数の差を最小化する形の DC計画問題の NP 困難性を示した．実際には，2つの
マトロイドランク関数の差を最大化する問題が NP 困難であるという，より強い結果を示してい
る．（連携研究者の小林氏などの共同研究を含む） 
 
(2)［整凸関数］ 
離散凸関数の一つの重要なクラスである整凸関数について，スケーリングの性質と近接定理を
明らかにした．さらにこれに基づいて，整凸関数の最小化アルゴリズムを設計した．次に，共役
性に関わる整凸関数の性質を探求した結果，整数値整凸関数が整数劣勾配を有し，その結果とし
て，双共役関数が自分自身に一致するという基本的な事実が判明した．このことは，長らく専門
家の間で漠然と抱かれていた認識を覆す発見である．さらに，整数劣勾配が存在することを利用
して，整凸関数に対する DC 計画の枠組みを構築した．これらの成果より，整凸関数の概念が離
散凸解析において基本的な役割を果たすという認識が強められた．（連携研究者の田村氏，森口
氏および F. Tardella 氏との共同研究） 
 
(3)［離散中点凸関数］ 
Ｌ凸関数と整凸関数の中間に位置する関数クラスとして，離散中点凸関数の概念を考案し，この
関数族が平行四辺形不等式を満たすこと，スケーリングについて閉じていること，次元に関して
線形の近接上界をもつことを示し，これに基づいて，離散中点凸関数の最小化アルゴリズムを設
計した．これによって，劣モジュラ性と凸拡張可能性の関係性がより明確となった．（連携研究
者の田村氏，森口氏および F. Tardella 氏との共同研究） 
 
(4)［離散凸関数の公理と特徴づけ］ 
離散凸解析の重要な概念であるＭ凸関数の公理について，その基本から再検討を行い，定義域に
関する自然な仮定の下で交換公理がさまざまな形に簡単化されること，および，Ｍ凸関数が多重
交換公理を満たすことを示した．後者の成果は，経済学の分野で 20 年ほど前に提起された不可
分財の代替性に関する問題に解決を与えたものであり，離散凸解析の経済学・ゲーム理論におけ
る意義をより高めるものとなった． 
集合関数のＭ＃(natural)凸性は，共役関数の劣モジュラ性と同値であることが知られている
が，その証明はいくつかの命題を積み重ねた形となっている．本研究では，この事実に対する直
接的な別証明を与えた．この証明は離散凸解析の専門家でない異分野の研究者にも理解される
形であり，離散凸解析の諸分野への浸透に寄与するものである．（連携研究者の塩浦氏の共同研
究） 
 
(5)［離散凸関数の諸演算］ 
離散凸関数に対する射影，制限，合成積，変数置換，集約，分離，ネットワーク変換などの基本
演算について，性質が明らかになっていなかったものを網羅的に解明した．その結果，ジャンプ
システム上のＭ凸関数，マルチモジュラ関数，整凸関数，離散中点凸関数までを含む離散凸関数
の主なクラスについて，その基本演算の可否を一覧表の形に整理することができた．（連携研究
者の森口氏との共同研究を含む） 
 
(6) ［離散と連続の関係］ 
Ｌ凸関数とＭ凸関数の概念は，離散変数関数と連続変数関数の両方に定義されている．本研究で
は，連続変数のＬ凸／Ｍ凸関数が多面体的なＬ凸／Ｍ凸関数によって広義一様近似できること
を共役性定理を利用して証明した． 
 
(7) ［グラフ構造上の離散凸関数］ 
連携研究者の平井氏を中心として，離散凸解析の枠組をモジュラ束などと密接な関係をもつグ
ラフ構造上の離散凸関数の理論に拡張した．これによって，長年未解決であった多品種流の整数
性問題などの問題が解決された． 
 
(8)［組合せ最適化・グラフ］ 
双有向森問題に関しては，完全双対整数性をもつ線形計画表現とＭ凸劣モジュラ流問題による
表現がある．本研究では二つの表現に付随する双対最適解の間の関係を明らかにすることによ
り，多面体的組合せ論と離散凸解析という二つのアプローチを比較し，Benders 分解との関係を
指摘した.（連携研究者の高澤氏との共同研究） 
 
(9)［経済学・ゲーム理論］ 
複数の不可分財に関するオークションにおける価格付けの問題について，離散凸解析の観点か
ら研究を行った．ある仮定の下で，財の価格付けの問題がＬ凸関数の最小化問題として定式化で
きることを示すと共に，繰り返しオークションの反復回数を解析した．（連携研究者の塩浦氏な



どとの共同研究） 
離散凸解析が経済学・ゲーム理論の基本的な枠組みを与えることがこの 10 年で明らかになっ
てきた．その間の進展，とくに日本人研究者の貢献を中心として整理し，新たな知見を加えた長
編(123 ページ）のサーベイ論文を学術雑誌（Journal of Mechanism and Institution Design）
の創刊号の招待論文として発表した． 
 
(10)［オペレーションズ・リサーチ］ 
離散凸解析の在庫管理への応用の最初の論文(Lu-Song, 2005)の議論に不備があることを指摘し
て，その解決策を示した（T. McCormick 氏らとの共同研究）．離散凸解析のオペレーションズ・
リサーチへの応用として米国で行われたバイクシェアリング問題の研究について，その数理的
な本質がＭ凸関数の L1 ノルム制約付き最小化として理解されうることを指摘し，この一般的な
枠組みに対して，最適性条件を与え，最適化アルゴリズムを構築した（連携研究者の塩浦氏）． 
学生がグループ分けされた学科配属問題に対して，離散凸解析を応用した解法を提案し，実際
の大学業務に適用して実践し，その成果を論文として発表した（連携研究者の田村氏）． 
 
(11)［離散資源の公平配分］ 
離散資源の公平配分に関する研究を A. Frank 氏とともに強力に推進し，Ｍ凸集合上の辞書式最
適化および整数値ネットワーク流の辞書式最適化に関して，基本的かつ重要な成果を得た．本研
究で得られた成果とアプローチは，オペレーションズ・リサーチにおける離散資源配分問題，コ
ンピュータ科学における計算資源の割当問題，グラフ理論における向き付け問題，ゲーム理論に
おける平等主義的配分など，多くの応用を有するものである． 
 
(12) ［計算機科学］ 
計算機科学において研究されてきた値付き制約充足問題(VCSP)について，その多項式可解性を
導く Joint Winner 性が，離散凸解析におけるＭ凸性と深く結びついていることを指摘し，両方
の分野において新たな展開をもたらした．さらに，Ｍ2凸関数の最小化が多項式時間で実行でき
ることに着目し，Ｍ2 凸関数の最小化に帰着するバイナリ VCSP の特徴付けと帰着可能性の多項
式時間判定アルゴリズムを与えた（S. Zivny 氏，連携研究者の平井氏らとの共同研究）．また，
買い戻し問題と呼ばれるある種のオンライン問題において，目的関数を非線形関数に一般化し
た問題を扱い，離散凸解析の成果を利用することによって，高精度の解を求めるオンラインアル
ゴリズムを考案した（連携研究者の塩浦氏）．この二つによって，本研究開始時には想定されて
いなかった離散凸解析の新たな適用可能分野として計算機科学のアルゴリズム理論が浮上した
ことになる． 
 
(13)［ソフトウェアの整備］ 
離散凸解析の理論を説明するデモンストレーション・ソフトウェアと，個別の応用分野をターゲ
ットとしたアプリケーション・ソフトウェアを開発し，応用分野の研究者・実務家が離散凸解析
の手法を使える環境を整備して，WEB 上に公開した．（連携研究者の土村氏，森口氏，岩田氏） 
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Journal of Mechanism and Institution Design 151-273

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 該当する

 ４．巻
K. Murota 1
 １．著者名

10.4230/LIPIcs.STACS.2018.39

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Beyond JWP: A tractable class of binary VCSPs via M-convex intersection

Proceedings of the 35th International Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science
(STACS'18), LIPIcs

39:1-39:14

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
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H. Hirai, Y. Iwamasa, K. Murota, S. Zivny 96
 １．著者名



2016年

2015年

2015年

2015年

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

10.1016/j.orl.2015.08.011

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
The complexity of minimizing the difference of two M-natural convex set functions

Operations Research Letters 573-574

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

 ４．巻
Y. Kobayashi 43
 １．著者名

10.1007/s13160-015-0175-7

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Stability and competitive equilibria in multi-unit trading networks with discrete concave
utility functions

Japan Journal of Industrial and Applied Mathematics 373-410

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスとしている（また、その予定である） －

 ４．巻
Y. T. Ikebe, Y. Sekiguchi, A. Shioura, A. Tamura 32
 １．著者名

なし

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Stability in supply chain networks: An approach by discrete convex analysis

Journal of the Operations Research Society of Japan 271-290

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスとしている（また、その予定である） 該当する

 ４．巻
Y. T. Ikebe, A. Tamura 58
 １．著者名

10.1137/15M1049099

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Covering intersecting bi-set families under matroid constraints

SIAM Journal on Discrete Mathematics 1758-1774

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

 ４．巻
K. Berczi, T. Kiraly, Y. Kobayashi 30
 １．著者名



2016年

2016年

2016年

2016年

オープンアクセスとしている（また、その予定である） 該当する

10.1287/ijoc.2015.0660

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Application of submodular optimization to single machine scheduling with controllable
processing times subject to release dates and deadlines

INFORMS Journal on Computing 148-161

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

 ４．巻
A. Shioura, N. V. Shakhlevich, V. A. Strusevich 28
 １．著者名

10.1137/1.9781611974331.ch30

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Improved approximation algorithms for k-submodular function maximization

Proceedings of the 27th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA 2016) 404-413

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

 ４．巻
S. Iwata, S. Tanigawa, Y. Yoshida なし
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 オープンアクセス  国際共著
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Finding a stable allocation in polymatroid intersection

Proceedings of the 27th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA 2016) 1034-1047

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

 ４．巻
S. Iwata, Y. Yokoi なし
 １．著者名

10.1016/j.ejor.2015.07.035

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Improved max-flow min-cut algorithms in a circular disk failure model with application to a
road network

European Journal of Operational Research 396-403

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

 ４．巻
K. Otsuki, Y. Kobayashi, K. Murota 248
 １．著者名
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2015年

2015年

2015年

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

10.1007/s10479-015-1835-3

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Valuated matroid-based algorithm for submodular welfare problem

Annals of Operations Research 565-590

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスとしている（また、その予定である） －
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T. Maehara, K. Murota 229
 １．著者名
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有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Monotonicity in steepest ascent algorithms for polyhedral L-concave functions

Journal of Operations Research Society of Japan 184-208

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Equilibrium, auction, and generalized gross substitutes and complements
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 ４．巻
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 １．著者名
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 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁
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 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Time bounds for iterative auctions: a unified approach by discrete convex analysis

Discrete Optimization 36-62
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2015年
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On the lattice structure of stable allocations in two-sided discrete-concave market
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K. Murota
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 ２．発表標題

 ２．発表標題
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 ４．発表年

 ４．発表年
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 １．発表者名
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Y. Iwamasa, K. Murota, S. Zivny
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日本オペレーションズ・リサーチ学会2016年秋季研究発表会

武蔵野大学 2016年度 数理工学シンポジウム（招待講演）

27th International Symposium on Algorithms and Computation (ISAAC 2016)（国際学会）

日本オペレーションズ・リサーチ学会2017年春季研究発表会

室田一雄

S. Moriguchi, K. Murota, A. Tamura, F. Tardella

K. Murota

 ２．発表標題

 ２．発表標題

S. Moriguchi, K. Murota, A. Tamura, F. Tardella

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年
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