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研究成果の概要（和文）：本研究では、四元数体上の保型形式の周期を研究した。特に、Jacquet-Langlands対
応とよばれる関手性に対し、それを絶対Hodgeサイクルによって具体的に実現することを目指して研究した。
また、メタプレクティック群の保型離散スペクトルを研究した。特に、古典群に対するArthur分類と志村、
Waldspurgerによる重さ半整数保型形式の理論を一般化することを目指して研究した。

研究成果の概要（英文）：In this research, we have studied periods of automorphic forms on quaternion
 algebras. In particular, we aimed at an explicit realization of the functoriality called the 
Jacquet-Langlands correspondence in terms of absolute Hodge cycles.
Also, we have studied the automorphic discrete spectrum of metaplectic groups. In particular, we 
aimed at a generalization of the Arthur classification for classical groups and the theory of 
half-integral weight modular forms by Shimura and Waldspurger.

研究分野： 数論
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  １版

平成

研究成果の学術的意義や社会的意義
Jacquet-Langlands対応の絶対Hodgeサイクルによる具体的な実現に向けて、大きな成果を上げることができた。
この成果は30年以上の間停滞していた分野に著しい進展をもたらす、学術的意義の高いものである。またメタプ
レクティック群の保型離散スペクトルについて、緩増加部分を精密に記述することに成功した。この成果は、重
さ半整数保型形式の理論を一新するものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
2008年頃からKartik Prasannaと共同で、四元数体上の保型形式の周期の研究を行っていた。
多くの知見が蓄積され、研究は順調に遂行されていたものの、決定的な結果は達成されていな
い状況だった。また、以前から Wee Teck Gan と共同で、幅広くテータ対応の研究を行ってい
た。特に、研究開始当初は局所テータ対応と局所 Gross-Prasad 予想の関係について研究して
いたが、これは完了に近づいていたため、新たな方向性を模索していた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究は、解析的に定義される保型形式の周期と呼ばれる複素数と、数論的不変量である L 関
数の特殊値の結びつきを明らかにする。また、大域的な対象である保型形式の周期の局所的な
類似として p 進簡約群の表現の不変量を考え、これと数論的不変量の間の関係を解明する。 
 
３．研究の方法 
 
四元数体上の保型形式の周期に関しては、テータ対応を研究手法として用いる方法があり、こ
の手法によって Harris-Kudla と Prasanna は（整）周期関係式を証明した。本研究において
も、この関係式の精密化をはじめとした周期のより深い理解のために、Kartik Prasanna との
共同研究ではテータ対応の理論を深化させる方法をとった。これは、Wee Teck Gan と共同で
行ったテータ対応の研究と直接の関係はないが、技術的には共通部分が多かったため、両者を
並行する形で研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
(1) Kartik Prasanna と共同で、四元数体上の保型形式の周期、特に Jacquet-Langlands 対応
と絶対 Hodge サイクルの研究を行った。Tate 予想によると、Jacquet-Langlands 対応は対応す
る四元数志村多様体の積上のサイクルにより実現されるはずである。このサイクルの構成は非
常に難しいため、対応する絶対 Hodge サイクルの構成を目標として研究を行った。鍵となるの
は四元数体上の歪エルミート形式を用いた定式化である。この設定を用いると、所望の Hodge
サイクルは 3 次歪エルミート形式に対する四元数ユニタリ群に対応する志村多様体上の Hodge
サイクルを制限することで得ることができる。この志村多様体上の Hodge サイクルを、テータ
対応、Kudla-Milson による調和形式と、ユニタリ群の保型離散スペクトルの分類を使って構成
した。さらにアーベル型志村多様体に関する Kisin-Shin-Zhu の結果を使うことで、この Hodge
サイクルが Tate サイクルであることも明らかになった。 
 
(2) Wee Teck Gan と共同で、メタプレクティック群の保型離散スペクトルの研究を行った。こ
れは、1973 年に志村五郎によって発見され、1980 年代に Waldspurger によって発展した、重さ
半整数保型形式の理論(志村・Waldspurger 対応)の高次元化に相当する。本研究では、奇数次
特殊直交群に対する Arthur 分類と、Jian-Shu Li による保型 L関数の中心値が寄与しない大域
テータ対応に関する研究を巧みに使うことで、メタプレクティック群の保型表現の近同値類に
対し、その Arthur パラメータを定義し、さらに Arthur パラメータが緩増加という仮定のもと
で、対応する近同値類の既約分解をイプシロン関数を使って記述した。技術的には、ふたつの
局所テータ対応（安定領域のものと同階数のもの）の整合性を示す必要があり、そのために以
前の研究で開発した大域的手法を改良した。さらに、この大域的手法を適用するためには、標
準加群とは限らないある種の誘導表現の既約性が必要であった。実数体の場合はこの既約性が
知られていなかったため、Kazhdan-Lusztig アルゴリズムを比較することで、内視群の標準加
群の既約性に帰着して証明した。 
 
(3) Wee Teck Gan と共同で、局所 Gan-Gross-Prasad 予想とテータ対応に関する Prasad 予想の
研究を行った。局所 Gan-Gross-Prasad 予想とは、ユニタリ群の表現をその部分ユニタリ群に制
限したときの分岐則を、数論的不変量であるイプシロン関数を使って記述する予想である。一
方、局所テータ対応とは、極小表現の分岐則を用いた古典群の表現の構成であり、この対応も
数論的不変量を使って具体的に記述されると Prasad により予想されている。これらの予想は局
所 Gan-Gross-Prasad 予想 2つ、局所テータ対応に関する予想 2つの、計 4つの予想からなり、
Beuzart-Plessis によって局所 Gan-Gross-Prasad 予想が 1つ証明されていた。本研究では、局
所 Gan-Gross-Prasad 予想と局所テータ対応に関する予想の関係を看破し、さらに局所テータ対
応に関する予想を 1 つ証明することで、4 つの予想の証明を完了させた。技術的には、Arthur
の重複度公式を使った大域的手法を開発したことが、証明の成功を導いた。 
 
(4) Erez Lapid、Zhengyu Mao と共同で、形式次数予想の研究を行った。形式次数予想は、Weyl
次元公式を数論的に解釈したものであり、表現論的不変量である形式次数を、数論的不変量で
あるガンマ因子を使って表す予想である。さらに、より繊細な不変量であるエンドスコピーを



通して、表現論と数論が強く結びついていることを主張している。本研究では、p 進体上の奇
数次特殊直交群の離散系列表現に関する形式次数予想を、肯定的に解決した。技術的には、保
型表現の理論における降下法とよばれる表現の構成を使う。まず、メタプレクティック群の生
成的二乗可積分表現に対し、降下法と Lapid-Mao による行列係数の Whittaker 係数の分解公式
を使って、この場合に形式次数予想を証明する。次に形式次数予想と局所テータ対応の関係か
ら、奇数次特殊直交群の生成的二乗可積分表現の場合を導き、さらに局所 Lパケットの性質を
使って一般の場合を証明した。 
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