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研究成果の概要（和文）：多成分がカップルした KPZ(Kardar-Parisi-Zhang)方程式について、擬被制御解析に
基づき定常測度の解析を行い、大域的適切性を示した。さらに、この特異な確率偏微分方程式が複数の保存量を
持つ粒子系からスケール極限の下で導かれることを示した。また、確率的揺動項を持つ質量保存Allen-Cahn方程
式の鋭敏界面極限、粒子系からの平均曲率運動の導出、方向依存性を持つノイズが加わった平均曲率運動、確率
的保存則すなわち1階の非線形確率偏微分方程式、数理遺伝学で用いられる適応力学の数学的正当化、ランダム
行列に関連する確率力学、ランダム媒質中のMarkov連鎖の研究等を行った。

研究成果の概要（英文）：We studied the stationary measure of the multi-component coupled KPZ
(Kardar-Parisi-Zhang) equation and showed its global well-posedness by applying the paracontrolled 
calculus.  Moreover, we derived such singular stochastic partial differential equation from a 
particle system with several conservation laws.  We also studied the sharp interface limit for mass 
conserving Allen-Cahn equation with stochastic fluctuation term, the derivation of motion by mean 
curvature from particle systems, the motion by mean curvature perturbed by a direction-dependent 
noise, the conservation law with a multiplicative noise term that is a first order stochastic 
partial differential equation, to establish an affirmative mathematical base to the adaptive 
dynamics employed in the mathematical genetics, stochastic dynamics related to the random matrices, 
Markov chains in random environments, and others.

研究分野： 確率論

キーワード： 確率論　解析学　統計力学　数理物理　関数方程式　応用数学

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
KPZ方程式は無限大の繰込みを必要とする特異な確率偏微分方程式であるが、その数学的研究は Martin Hairer
氏のFields賞受賞を契機として一層の注目を集めている。多成分を持ちそれらが互いにカップルしたKPZ方程式
系は物理的に自然に現れるが、本研究ではそのような多成分方程式系について系統的な解析を行い、さらにその
大規模相互作用系からの導出に成功した。これは意義深いことと考えている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) 本研究は、過去に科学研究費（基盤研究(A)、(B)、萌芽研究）により行った研究、すなわ
ち確率偏微分方程式、1 成分 KPZ 方程式、界面模型、大規模相互作用系のスケール極限、流体
力学極限、動的ランダム行列理論等に関する研究を引継ぎ発展させることを目標として開始し
た。 
 
(2) 研究開始直後の 2014 年に Martin Hairer 氏が Fields 賞を受賞した。同氏の研究は、確率
解析に基礎をおき、大規模相互作用系とも深い関連を持つものである。これを契機として、KPZ
方程式等の無限大の繰込みを必要とする特異な確率偏微分方程式の研究が、一層大きな注目を
集めることとなった。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究課題で扱う大規模相互作用系とは、一般に非線形偏微分方程式で記述される種々の
現象を微視的レベルから説明し理解するために導入される数理モデルの総称である。本研究の
主目的は、このような大規模相互作用系に対して、主に確率解析および偏微分方程式論の手法
を駆使して研究を発展させることにある。 
 
(2) 具体的な研究対象は、相分離の問題に起因する界面模型、確率 Allen-Cahn 方程式（確率項
を持つ双安定反応拡散方程式）、特にその鋭敏界面極限と確率的平均曲率運動、Stefan 問題、
多成分 KPZ 方程式を始めとする特異性を持つ確率偏微分方程式、これらの方程式と大規模相互
作用系との関わりの解明、ランダム行列に付随する相互作用系、生物系のモデル等である。 
 
３．研究の方法 
(1) 研究代表者、研究分担者、研究協力者および関連する研究者が一堂に会し研究交流を行う
場として、国際研究集会「大規模相互作用系の確率解析」を各年度に一度ずつ開催した。具体
的には、平成 26 年度は東京大学(11 月 5日-7 日、外国人講演者 1名)、平成 27年度は京都大学
(10 月 26 日-29 日、外国人講演者 10名、日本数学会の伊藤清生誕百年事業とリンク)、平成 28
年度は東京大学(11 月 2日-4 日、外国人講演者 2名)、平成 29 年度は東京大学(11 月 6日-9 日、
外国人講演者 10名、上記の Hairer 氏を含む)、平成 30 年度は京都大学(11 月 5日-8 日、外国
人講演者 7名) で開催した。また、平成 26年度には特異な確率偏微分方程式を主テーマとする
「確率論サマースクール」(外国人講演者 1名)を信州大学で開催した。 
(2) 研究代表者、研究分担者らは、研究連絡、共同研究や研究成果発表等のため、国内出張お
よび海外からの招聘に応える形で多数の海外出張を行った。 
 
４．研究成果 
(1) 多成分 KPZ 方程式に対して、擬被制御解析を適用し、非線形項のカップリング定数が 3重
線形性とよばれる対称性の条件を満たせば、拡散係数による修正を加えた多次元 Wiener 測度が
定常測度であり、この測度についてほとんどすべての初期値に対し KPZ 方程式は大域的適切性
を持つことを示した。これと強 Feller 性を組み合わせれば、大域的適切性はすべての初期値に
ついて示される。 
 
(2) 質量保存 Allen-Cahn 方程式にノイズを加えて得られる確率偏微分方程式について、鋭敏界
面極限を論じ、極限で確率的摂動を持つ質量保存平均曲率運動が導かれることを示した。証明
には漸近展開の手法を用いる。確率項がない場合と違い、ノイズの影響により漸近展開の主要
項以外は発散項となる。漸近展開の誤差評価は、係数がノイズの高階微分やそれらの冪に依存
するような拡散作用素に対する Schauder 評価を示すことにより得られる。 
 
(3) ①方向に依存するノイズを加えた平均曲率運動について調べた。近似解の一様モーメント
評価を導くことにより、曲率に対する確率偏微分方程式について Wong-Zakai 型の収束定理を
示した。②また、1 階の非線形偏微分方程式である保存則に Q-Brown 運動とよばれる乗法的外
力項を加えて得られる確率偏微分方程式について、有限体積法の観点から調べた。③さらに、
数理遺伝学において用いられる適応力学(Adaptive dynamics)に数学的基礎づけを与えるため
に、Markov 連鎖模型を導入し、個体数が増加するときに、適切なスケール極限の下で系は遺伝
子複製・突然変異方程式の解に収束することを示した。 
 
(4) ①Glauber-川崎力学とよばれる粒子の生成消滅のあるランダムウォーク粒子集団において、
粒子密度が濃い領域と薄い領域への相分離が起き、相分離界面は平均曲率運動することを示し
た。②また、2 種の異なるタイプの粒子を持つ相互作用粒子系において、異なる種の粒子が出
会ったときに両者がともに高い確率で消滅しあう状況の下で、異種粒子の分離が起き、その分
離界面は 2 相 Stefan 自由境界問題に従うことを示した。③さらに、複数個の保存量を持つ零
レンジ過程から多成分 KPZ 方程式を導出することに成功した。 
 



(5) 研究分担者の長田は、ランダム行列の固有値分布に関連して現れる遠距離強相互作用を持
つ干渉 Brown 運動の系について、①対応する Dirichlet 形式の芯集合の決定および Dirichlet
形式の一意性の証明、②サイン核・Airy 核・Bessel 核などを持つ場合に時空間相関関数の手法
によって構成された時間発展と、確率微分方程式によって構成されたものとが一致することの
証明、③有限粒子系近似に関する一般的な定理を示すことによる、ガウシアン・ユニタリアン
サンブルの場合の、極限の確率微分方程式のある種の力学的普遍性の証明、④一般に確率点場
を平衡状態に持つ時間発展の構成にその対数微分は欠かせないが、ランダム行列理論に関連し
て生ずる広いクラスの 1次元の行列式過程について対数微分を計算すること等を行った。 
 
(6) 研究分担者の熊谷は、2次元一様 spanning tree 上のランダムウォークの収束の考察およ
びランダムコンダクタンスモデルにおいて対応する Markov 連鎖の熱核の精密な評価を行った。
また、時間に依存する離散的なランダム媒質においては、媒質の小さな摂動で離散時間 Markov
連鎖の長時間挙動が大きく変わり得ることを示した。これにより、時間に依存しないランダム
媒質との顕著な違いが明確になった。 
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