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研究成果の概要（和文）：微分方程式の弱解で滑らがないために本来保存すべき量を特異に散逸させるものを
「散逸的弱解」と呼ぶ．Euler方程式の散逸的弱解は乱流現象の理解の鍵とされるが，その数学的困難のため未
知の部分が多い．本課題ではEuler方程式に関係する一次元モデル方程式（一般化
Constantin-Lax-Majda-DeGregorio方程式)と二次元Euler-Poincare方程式に対する点渦力学について，これらの
方程式の散逸的弱解とエンストロフィーカスケード乱流の関係を明らかにし，乱流の数学的理解を深めることが
できた．

研究成果の概要（英文）：Non-smooth solutions to differential equations that dissipate conserved 
quantity anomalously are called dissipative weak solutions. It is said that dissipative weak 
solutions to incompressible Euler equations play an important role in understanding of turbulent 
phenomena, but a little is known due to the difficulty of mathematical treatment of Euler equations.
 In this project, toward the understanding of turbulent phenomena, we consider two hydrodynamic 
equations, the generalized Constantin-Lax-Majda-DeGregorio equation and point vortex equations 
associated Euler-Poincare system, and figure out the connection between dissipative weak solutions 
to those equations and enstrophy cascade turbulence in terms of the theory of dynamical systems.

研究分野：応用数学(数理流体力学)
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１． 研究開始当初の背景 
コルモゴロフによる三次元一様等方乱流
理論における仮定の一つに，非粘性極限に
おいて流れのエネルギー散逸率が正の値に
収束するというものがある．しかし，もし
非粘性極限の流れを記述する Euler 方程式
の解が滑らかであれば，そのエネルギーは
保存され，その散逸率はゼロとなるため，
この仮定を満たす非粘性極限流れは滑らか
になれない．これに対して，Onsager[A1]
は非粘性流れ場が 1/3 より大きな指数を持
つヘルダー連続性を持てばエネルギーを保
存すると言明した．これは，現在 Onsager
予想と呼ばれている．この予想に対して，
Constantin ら[A2]は周期境界条件に対する
三次元 Euler 方程式の弱解が Besov 空間  
Bα3,∞に入っているとき，α>1/3 ならばエネ
ルギーを保存することを証明した.この空
間の指数は関数の L3空間でのヘルダー連続
性に相当するので，この定理は Onsager 予
想の現代数学的記述である.また Duchon, 
Robert[A3] は，超関数の意味でエネルギー
散逸率が非負になるような Euler 方程式の
弱解を散逸的弱解と定義し，そのヘルダー
指数が 1/3 より少し滑らかな弱解に対し
てエネルギー散逸率はゼロになることを示
した.さらに，この散逸的弱解が Kolmogorov 
理論から得られる速度差の三次モーメント
に対する統計法則を，ある種のエルゴード
仮説のもとで実現することも示している. 
一方，ヘルダー連続な弱解の構成につい
ては，De Lellis と Szekelyhidi Jr.[A4]
が，任意に与えられたエネルギー変動を持
つ Euler 方程式の弱解でそのヘルダー指
数が 1/10 未満（本研究期間中この指数は
1/3 まで拡張できることが Buckmaster と同
氏らにより示され[A5]数学的に極めて重要
な成果を残している）となる解の存在が示
されたが，こうした解と Duchon と Robert 
による散逸的弱解，さらには乱流統計理論
との関係は依然明らかでない．このような
背景から三次元 Euler 方程式の散逸的弱解
は乱流理論構築の鍵であるものの，その数
学解析的困難のため依然未知の部分が多
い.  
そこで，比較的取扱いが容易な流体方程
式系の解析を通して，こうした散逸的弱解
の性質および，それらが作る乱流的な統計
法則との関係を段階的に明らかにすること
が，三次元乱流の数学的理解につながる指
針となることが期待される． 
[A1] Onsager, L. (1949) Nouvo Cimento 
Suppl. 6, 279—289  
[A2] Constantin, P., E, W. and Titi, E.S. 
(1994) Comm. Math. Phys. 165, 207—209  
[A3] Duchon, J. and Robert, R. (2000) 
Nonlinearity 13, 249—255 
[A4] De SLellis, D. and Szekelyhidi Jr., 
L. (2012) arXiv:1205,3626 
[A5] Buckmaster, T. De Lellis, C. and 

Szekelyhidi Jr., L. (2016) Comm. Pure 
Appl. Math. 69 1613—1670 
２． 研究の目的 
Euler方程式に関連する二つの流体方程
式を考え，それらの弱解で十分な滑らかさ
がないために本来保存される量を特異散逸
させるものを「散逸的弱解」と定義し，以
下の方程式系に対して，その存在や性質を
調べるとともに，それらを用いて，これら
方程式の解の集合が見せる複雑流れ場の統
計性質との関係を明らかにする.  
(P1) 一 般 化 Constantin-Lax-Majda-De 
Gregorio（gCLMDG）方程式 
(P2)二次元 Euler-α方程式と点渦力学 
 
３． 研究の方法 
上記目的の達成のため以下の(P1)(P2)のプ
ロジェクトを設定し研究を行う． 
(P1)gCLMDG 方程式の散逸的弱解と乱流理論  
三次元 Euler 方程式に現れる二つの非線
型項「渦の引き延ばし項」と「渦の移流項」
のバランスは，その解の存在だけでなく，
エネルギー変動を考える上でも重要だが，
これを調べる一次元モデルとして gCLMDG
方程式が知られている.これに対して散逸
的弱解が存在するか調べる．この方程式は，
パラメータをうまく調整することで非粘性
方程式の解の Lpノルムを保存させられるの
で，この保存量のカスケード現象の特徴づ
けと散逸的弱解の集合が作る乱流統計則と
を結びつけ，新しい乱流理論の構築の足が
かりとする. 
(P2) 二次元 Euler-α 方程式の散逸的弱
解と二次元乱流  
二次元 Euler 方程式の散逸的弱解と二次
元乱流の関係を二次元 Euler-α 方程式を
用いて調べる.二次元 Euler 方程式におい
て散逸的弱解を得るための必要条件は渦度
の初期分布が Radon 測度となることなの
で，渦度が点分布 (α点渦) あるいは線分
布 (α渦層) を考え，その特異解と乱流統
計則の関係を明らかにする.  
■ P2-1:α点渦系の力学系理論 ■  
α 点渦系の α→ 0 での三点渦衝突解によ
るエンストロフィー特異散逸をハミルトン
力学系における衝突多様体理論や非可積分
性といった観点から調べ，点渦系がもたら
すエンストロフィー特異散逸の数学的構造
を明らかにする.  
■ P2-2:α渦層の数値解析 ■  
二次元 Euler 方程式における渦層では，そ
の渦層を表現する界面の滑らかさが有限時
間で失われることが知られている．渦層を 
Euler-α 方程式に対して考え(α 渦層)，
α→0 の極限でこの特異性の出現とエンス
トロフィー散逸の関係を調べる.  
■ P2-3:二次元 Euler-α 方程式乱流の数
値解析と統計 ■  
二次元 Euler-α 方程式大規模数値計算に
より二次元乱流の統計則を特徴づけ，上記



の α 渦層やα 点渦のエンストロフィー特
異散逸がこの二次元乱流統計則に与える影
響を明らかにする.  
 
４．研究成果 
各プロジェクトの主要な成果は以下の通り 
(P1)gCLMDG 方程式の散逸的弱解と乱流理論 
gCLMDG 方程式に粘性項とランダム外力を付
加したものを考えた．手始めとして，非粘性
の時に解の L2 ノルムが保存されるパラメー
タを扱った．これは乱流物理モデルという観
点から見ればエンストロフィーが保存する
場合に対応している．この解が乱流的な挙動
を示すかを数値的に調べたところ，特異なパ
ルス構造を生成・消滅を繰り返しつつ左右に
ランダム移動するという挙動を見せた．（下
図に解のスナップショットを示す．以後これ
を乱流パルス解と呼ぶ．） 
 

この乱流パルス解の長時間平均をとって，そ
のエネルギースペクトルを計算したところ，
粘性ゼロ極限でエネルギースペクトルにエ
ンストロフィーの散逸に対応する慣性領域
が形成されることが観察された．(下図の□
は乱流パルス解の示すエネルギースペクト
ル)この慣性領域での状況を乱流理論とのア
ナロジーに基づいて調べたところ，以下が明

らかになった． 
(1) エネルギーカスケードの減衰べきが k-3

に log の補正のついたものとなっている．
この状況は二次元乱流におけるエンスト
ロフィーカスケードと類似している． 
(2) 慣性領域においてエンストロフィー散逸
率が一定になっており，確かにこの波数
領域において，エンストロフィーの散逸

が起こっている． 
(3) 高次モーメントが負の相関を持つこと． 
 
次に，これらの統計則と方程式の解の挙動
との詳細な比較を行った．方程式の外力をラ
ンダムなものから決定論的定常外力に変更
して数値計算を行うと，乱流パルス解は出現
せず安定な定常解へ急速に漸近することが
わかり，外力の変更が本質的な解の挙動に大
きな影響を与えることが明らかになった．そ
れだけでなく，この定常解のエネルギースペ
クトルを計算すると，それが乱流パルス解の
作る長時間平均のエネルギースペクトルと
非常によく一致することが見いだされた．こ
の事実を用いて，安定定常解を高精度に数値
計算して，慣性領域における減衰べきを見積
もりlog補正の大きさを精度よく計算するこ
とができた．この知見に基づくと，乱流パル
ス解の見せる乱流的な統計則はランダム力
学系の言葉として，定常外力下で得られる安
定定常解の周りを（無限次元相空間の上で）
ランダムに解軌道が時間発展していると記
述することができるはずである．そこで，解
のスペクトルに対する波数空間から適当な
三モードをとりだし，乱流パルス解と安定定
常解を射影して，その時間発展の様子を観察
すると，安定定常解に対応する点の周りをラ
ンダムに軌道動いているだけではなく，ラン
ダム外力が低波数側でガウシアンの形で加
わっているにもかかわらず，得られるランダ
ム解軌道が特徴的な「二枚羽根構造」（下図．
赤丸は安定定常解，黄色の軌道は乱流パルス

解の軌道を表す）のように振る舞うことが見
いだされた． 
別の三モードに射影しても，同様の羽構造が
見いだされ，このランダム解軌道は特徴的な
無限次元多様体の近傍を自己相似的に動い
ている．これは乱流カスケードを無限次元ラ
ンダム力学系の枠組みで理解することが可
能であることを示している．加えて，安定定
常解は粘性ゼロ極限において，そのパルス構
造を自己相似的に発散するので，これは散逸
的弱解であると考えられる．そのことを確か
めるために，Duchon と Robert の行った解析
をこの gCLMDG に対して行い，ある種の統計
則を再現することが確認されている． 
つづいて，gCLMDG 方程式の非粘性保存量を
一般の Lp ノルムが保存される場合にパラメ
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ータを設定して調べた．その結果，1≦p≦4
の場合には，上記のエンストロフィーカスケ
ードと同様の結果が成立する．さらに，p を
一般にしたことで，乱流パルス解のパルス近
傍での自己相似性やパルス外側での減衰率
といったより詳細な情報などを取り出すこ
とが可能になった． 
これらの成果は論文としてまとめ学術雑
誌に投稿し，一部は掲載済み（論文②）他の
ものは現在，査読改訂中である． 
(P2) 二次元 Euler-α 方程式の散逸的弱解
と二次元乱流 
(P2-1)α点渦系の解析：まず，Euler-α方程
式にラドン点測度の初期値をつけた場合の
初期値問題の解が時間大域的に存在するこ
とを示した．（論文①）この結果は，このよ
うな時間大域弱解の存在が保証されない二
次元Euler方程式とは著しく異なる性質であ
る．次に Euler-α方程式から形式的に導出さ
れる点測度の特異点の時間発展方程式（点渦
方程式＝ハミルトン系の常微分方程式）も時
間大域解を持つことや，三体問題が可積分で
あることを示した．加えて，この ODE の解が
二次元 Euler-α 方程式に対して示されてい
る時間大域的弱解であることも証明された．
この三体問題について，特にα＝0 に対応す
る点渦方程式において衝突解が存在するパ
ラメータ領域の解を詳細に調べたところ，α
≠0 の時は時間大域解が存在するので衝突解
は存在しないものの，α→0 の極限において
解は自己相似衝突解へと広義一様収束し，さ
らにその衝突前後の解に対して定義される
エンストロフィー変動が，衝突前後でデルタ
関数に超関数の意味で収束することが示さ
れた．（論文③）これは衝突解がエンストロ
フィーを特異散逸する散逸的弱解となって
いる．これは，二次元乱流においてみられる
エンストロフィーカスケードを引き起こす
非粘性極限における特異散逸解を具体的な
渦運動として，その存在を数学的に位置づけ
た本研究課題における重要な成果となって
いる． 
加えて，ハミルトン力学系（保存系）であ
るにもかかわらず，時間の方向を変えても，
常に衝突時にエンストロフィー「散逸」を起
こすことも明らかになった．これは保存力学
系における「時間の矢」の数学的起源を示唆
する例としても興味深いものである． 
この後，この結果が Euler-α方程式特有の
現象なのかどうかという点について研究を
続け，Euler-α方程式の変分原理に基づく導
出を一般化して得られる Euler-Poincare 正
則化方程式系を考えた．この系に対する点測
度初期値に対する時間大域解の存在を後藤
田が示し(論文⑩)，Euler-α方程式と同様の
解析を Euler-Poincare 点渦方程式に対して
進めたところ，正則化パラメータがゼロに近
づく極限に対して，エンストロフィーを特異
散逸する自己相似衝突解の存在が証明され
た．このことは，正則化の方法によらずに同

様の現象が起こることを示唆しており，二次
元乱流における特異エンストロフィー散逸
を引きおこす流体運動のメカニズムとして，
渦衝突が普遍的なものの一つであることを
強く示唆する数学的結果である．この結果は
現在学術雑誌に投稿中である． 
四点以上の点渦系に対しては，一般に点渦
方程式が可積分でないことから，三点の場合
のような解析が容易ではないので，数値実験
を多数行った．（論文①）それによると，三
点の場合のような単純な挙動はなくなり，点
渦の強さの選び方によって，エンストロフィ
ーが散逸，発散したり振動したりことがわか
った．これらの系統的解析は今後の課題であ
る． 
（P2-2)については，本研究課題開始当初
にα渦層の数値計算法の検討を行ったが，
α→0 の極限を検討するためには非常に長時
間の数値積分が必要となる．その結果，丸め
誤差の蓄積が無視できなくなり，期待された
エンストロフィー散逸を得られず，数値計算
によってα渦層の特異点形成によるエンス
トロフィー散逸を検討することが難しいこ
とが明らかになった．そのため，研究計画を
途中で変更し，本件は研究を一時中断して
（P2-1）に集中することとしたが,その結果
Euler-Poincare 系でもエンストロフィー散
逸が得られるという知見を得たので，今後は
数値計算の扱いが容易な正則化渦層に対し
て数値的な検討を加えることにしている．  
（P2-3）については，数値計算を行って比
較を試みたが，周期境界条件で Euler-α方程
式を数値計算する一方で，（P2-1）では無限
遠の境界条件を課していることなどから単
純な比較ができず，試行錯誤を繰り返したが，
現時点では明確な対応を検討することがで
きなかった．これも今後の検討課題である．  
その他の成果の概要は以下の通り．坂上は
曲面上の点渦力学の研究を進めた．特にトー
ラス面上の点方程式の導出と解析を行った．
前川は非圧縮性粘性流体の非粘性極限にお
ける境界層の安定性について研究を行い，層
流から乱流への遷移の要因の一つとして知
られる Tollmien-Schilichting 不安定性と
Prandtl 境界層展開の正当化との関係につい
て明らかにした．また，回転する円柱周りの
2 次元流れの安定性やエネルギー減衰構造を
明らかにした．柴山はケプラー型ポテンシャ
ル系のエネルギー固定問題に現れる衝突特
異点および n中心問題や制限 n体問題を複素
化して現れる特異点を解析し，周期解の存在
や非可積分性を証明した． 
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