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研究成果の概要（和文）：多項式最適化問題に対する半正定値緩和に関して、問題が必要な条件を満たさずに手
法自体が精確な計算のもとでは最適値に収束しないにもかかわらず、計算機を用いて誤差を含んだ計算を行うと
最適値が得られるという不思議な現象に対して、理論的な説明を与えた。この結果はまさに当初の研究目的(の
一部)を達成するものである。 また、錐線形計画のサブクラスである2次錐計画問題および半正定値計画問題に
おける弱実行不能という退化現象に関して、新しい理論的知見を与えた。特に、許容性問題の新しい分解法を提
案し、これにより、元問題の許容性判定をより小さな許容性問題に落とし込むことに成功した。

研究成果の概要（英文）：It is known that the semidefinite programming (SDP) relaxation method for 
polynomial optimization problems (POPs) can sometimes find the optimal value of POP although the 
true optimal value of SDP is different from the value. We gave a theoretical explanation for the 
mysterious phenomenon. This result is exactly to accomplish (part of) the original research 
objective. In addition, we gave new theoretical findings on degeneracy such as weak infeasibility in
 second-order programming problems and SDPs. In particular, we propose a new decomposition method 
for conic feasibility problems, and succeeded in shrinking the feasibility problem into smaller 
problems.

研究分野：数値的最適化
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１．研究開始当初の背景 
 
 錐 線 形 計 画 は 線 形 計 画  (Linear 
Programming, 以下 LP) の凸性を保ちながら
の拡張であり、錐の取り方により様々な有用
な最適化モデルが導かれることから、現在盛
んに研究されている。特にそのサブクラスで
ある２次錐計画問題(SOCP)、半正定値計画問
題(SDP)は内点法を用いて効率よく求解可能
であり、その非線形を生かして様々なモデリ
ングに使われている。   
 例えば近年注目を浴びているのは多 項 式
計 画 問 題 (Polynomial Optimization 
Problems; 以下 POP) の半正定値計画問題に
よる緩和法 (SDP緩和) である。POPは多項式
不等式を持つ最適化問題であり、一般にNP困
難な問題であるが、この大域的最適解を、SDP
という錐線形計画を用いて計算しようとす
るものである。理論的な枠組みは Lasserre 
(2002)により提案された。 
 錐線形計画においては、双対ギャップがあ
ったり、最適解が存在しない場合がある。
これは一種の退化現象であり、乱数を用い
て人工的に作成した問題では確率0でしか生
成されないが、実際の応用ではしばしば現れ
る。現在、SDP に対する標準的な解法である
主双対内点法は、このようなインスタンスに
対しては収束の証明がなされていない。 
 特に POP の SDP 緩和で現れる問題では、こ
のような退化が本質的に起こりうることが
指摘され、以下のことが観察されている。 
 
(1) 通常の SDP ソルバーが、解くべき SDP の
最適値と全く異なる値を「最適値」とし
て返すこと。 
(2) その「最適値」は、POP の最適値(=元来
計算したい値)であること。  
 
 一般にソルバーが正しくない値を返すこ
とは望ましいことではないが、この場合は逆
にたいへん望ましいことになっているとい
う、非常に不思議なことが観察されているの
である。 
 
２．研究の目的 
 上記の不思議な現象は、問題データや途
中の計算において誤差が混入することによ
り、異なる SDP を解くことになり、それが望
ましい性質を持っていると思われる。この現
象の理由を解き明かすのが研究当初の最大
の目的であった。 
 またそのためには、錐線形計画における退
化の理解や凸錐の面に関する理解を深める
ことも大切であり、これも研究目的の１つで
あった。この方向の研究目的は、以下の３つ
の部分テーマに分かれていた。 
 
(1) 錐線形計画における双対性および面 構
造について、より詳しい理論の開発・特
徴付けを行う。  

(2) 特に最近話題になっている共正値錐や
完全正値錐といった錐に関して、上記の
理論の開発等を行 なう。  （ 共正値錐
と完全正値錐は、近年 NP 困難な問題の
錐線形計画への定式化として、重要と目
さ れている錐である。 ） 

(3) 面的削減アルゴリズム(Facial 
Reduction Algorithm) の適用可能性を
考察する。  

 
 さらに進めて、誤差を意図的に混入させる
ことにより、望ましい値を計算させるような
モデルの一般論を展開する。特に統計や機
械学習における正則化などとの関連を追及
することも目的としていた。   
 
 
３．研究の方法 
 主に理論的な研究であり、理論を打ち立て
て論文を書くことが主な作業であった。とき
に応用面の考慮をしたり、計算機実験を行う
などした。 
 まず POPの SDP 緩和に関して具体的な例を
元に考察を行い、それを一般化させる、とい
う手順を踏んで成果を得た。 
 続いて、面的削減アルゴリズムを用いた
様々な凸解析、凸計画の手法を開発し、これ
らを用いて周辺の問題にも切り込んでいっ
た。これらが相乗作用を生み、次々と新しい
成果を得ることができた。 
 
４．研究成果 
 まず第１に、上記の不思議な現象が有限桁
の計算しかできないコンピュータを使用す
ることによる不可避な現象であることを、理
論的に説明することができた（論文(5））。基
本的には、極めて小さな誤差のあるおかげで、
POP の２乗和多項式による近似がうまくで
きて、SDP ソルバーの計算する間違った最適
値がPOPの最適値となることを示すことがで
きた。 
 次に、錐線形計画のサブクラスである２次
錐計画問題および半正定値計画問題におけ
る弱実行不能という退化現象に関して、新し
い理論的な知見を与えた。特に、許容性問題
の新しい分解方法を提案し、これにより、元
問題の許容性判定をより小さな許容性問題
に落とし込むことに成功した。この分解手法
を用いて、様々な解析を行い、特に弱実行不
能な問題全体に対して新しい観点を与えた。
これらは論文(3)、(4)として発表され、(3)
は日本オペレーションズリサーチ学会の
JROSJ 論文賞を受賞した。これは、当初の「錐
線形計画における退化の理解や凸錐の面に
関する理解を深めること」を達成したものと
みることができる。 
 さらに副産物として、以下の研究を成し遂
げた。 
(1) SDP に関して、主双対内点法の挙動を理
想化したオラクルを仮定し、これを用い



ると（たとえ問題が退化していても）必
ず解か、または許容解が存在しないこと
の証拠を売ることができることを示した。
この結果は ⑧などで発表した。論文にも
まとめたが、まだジャーナルに受理され
ていない。 
(2) 多面錐の場合には、退化していても弱実
行不能や双対ギャップなどの状態にはな
らないことは以前から知られていた。こ
の意味で、面削減法を用いて錐を部分空
間に制限していった場合に、多面錐にな
ったとしたらそれ以上面削減をする必要
はなくなる。それでは、錐が多面錐と非
線形錐との直積で書かれている場合はど
うか、という問題を考え、解析を行った。
結果として、「非線形錐の相対的内点が得
られれば、双対ギャップはなくなる」と
いう新しい定理を得た。 
(3) ネットワーク混雑問題を考え、需要予測
に誤差がある場合に対してロバスト最適
化の考え方を適用し、新しいモデルを提
案した。博士後期課程学生と研究を進め、
数値実験を行った。このとき、(2)で得ら
れた定理を用いてモデルの正当性を証明
した。この研究は雑誌論文(1)として発表
され、博士後期課程学生の博士論文の主
要部分となった。 
(4) 最近 Chubanov によって発表された同次
形 LP の内点許容解を射影とスケーリン
グによって求めるアルゴリズムを、錐線
形計画の一種である対称錐線形計画に拡
張した。得られた計算複雑度は、従来の
ものとは異なり、多くの場合により良い
ものとなっている。また、これに関して
数値実験を行った。 
(5) あるグラフ上の情報拡散ゲームに関して、
純粋戦略がナッシュ均衡となる場合を全
て明らかにした。 
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