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研究成果の概要（和文）：　行動計量分析において、モデルにおけるパラメータの推定量の漸近的性質を明らか
にした。特に能力検査における項目反応理論(item response theory, IRT)について典型的なモデルである３パ
ラメータロジスティックモデルに関して、項目パラメータと能力パラメータを扱った。また、一般的な統計理論
として漸近平均２乗誤差を最小化する最尤推定量の漸近バイアス調整の方法を導出した。これらはIRTの場合に
も応用された。

研究成果の概要（英文）：In quantitative methods for the behavioral sciences, asymptotic properties 
of the parameter estimators in statistical models are derived. In particular, for the 3-parameter 
logistic model, a typical model in ability tests using item response theory (IRT), the ability and 
item parameters are focused on, where the maximum likelihood and Bayes modal estimators of these 
parameters are used. In the case of ability estimation, the weighted score estimator is also dealt 
with, where the two cases of known and estimated item parameters are considered. As a general 
statistical method, an asymptotic bias adjustment of usual maximum likelihood estimators minimizing 
the asymptotic mean square error is obtained. This method has been applied to the estimation of 
ability in IRT.

研究分野：統計科学
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１．研究開始当初の背景 
(1) IRT は主に教育場面の能力測定等で用い
られる方法論で、典型的には正答誤答の２値
データのモデルと解析手法であるといえる。
モデルにおけるパラメータは項目（小問）の
特性に関するものと被験者の能力に関する
ものに大別される。後者は確率変数として扱
われることが多く、前者の項目パラメータは
後者を積分消去した周辺最尤推定により得
ることが標準的である。これらは Bock & 
Lieberman (1970)や Bock & Aitkin (1981)
により開発された。 
 
(2) Ogasawara (2009)はこの方法により得ら
れた項目パラメータの推定量の漸近的性質
を求めた。Ogasawara (2010)はこの推定量を
各種の方法でステューデント化したものの
漸近的性質を対数尤度導関数による方法の
応用として得た。IRTではパラメータの位置
と尺度の不定性があるため、異なるテストの
パラメータを比較できるようにするリンキ
ングという手法があるが、Ogasawara (2011)
は標本リンク係数の漸近的性質を求めた。 
 
(3) 能力テストの主な目的は個人の能力をテ
スト項目の正答誤答のパターンより推定す
ることである。能力テストが IRTを用いて作
成された場合、推定された項目パラメータを
既知として扱い、能力を未知のパラメータと
して推定することが古くから行われている。
最尤推定は Lord (1953)により、ベイズ推定
は Birnbaum (1967), Samejima (1969)によ
り導入された。これらの漸近的性質のうち、
正しいモデルの下での漸近バイアスが Lord 
(1983, 1986)により得られた。Warm (1989)
はこれらの応用として漸近バイアスの発生
しない疑似ベイズ推定量を加重スコア法の
一種として求めた。なお、２パラメータロジ
スティックモデルではこの推定量がジェフ
ェリーズの事前分布によるベイズモード推
定量(BME, Bayes modal estimator)になる
ことが知られている。一方、モデルが正しく
ない場合を含む能力の推定量の漸近的性質
が、最尤推定量については Ogasawara 
(2012)により、BME 及び疑似ベイズ推定量
については Ogasawara (2013a)により導出
された。 
 
(4) バイアスは推定量の期待値から対応する
真の値を減じたものとして定義され、一般に
その絶対値が小さいほど好ましい。一方、あ
る推定量の誤差の総合的指標の典型的なも
のは推定量と真値の差の２乗の期待値（平均
２乗誤差）である。平均２乗誤差は推定量の
分散とバイアスの２乗の和になる。行動計量
分析の興味ある推定量の多くの場合、平均２
乗誤差を正確に求めることは困難であるが、
漸近的なものは得ることができることが少
なくない。漸近バイアスを除く典型的な方法
は推定量から漸近バイアスの標本値を減じ

るものである。一方、Firth (1993)は予め漸
近バイアスを発生させない一般的な方法を
開発した。 
 
２．研究の目的 
行動計量分析においては、データより得ら
れたパラメータ等の推定量は標本変動の影
響を受ける。したがって、それらを真の値の
推定に利用する場合は推定量の統計的変動
を予め把握する必要がある。しかしながら、
この変動を正確に評価することは多くの場
合困難である。一方、漸近理論により、その
漸近的近似を得ることは可能であることが
多い。ここでは IRTにおける各種パラメータ、
漸近平均２乗誤差の最小化、指数分布族にお
けるカノニカルパラメータ、事前分布のベキ
の利用等に焦点を当てる 
 
３．研究の方法 
(1) 能力テストの IRTモデルでは、当て推量
の項目パラメータを含む３パラメータロジ
スティックモデル(3PLM)が一般的であるが、
パラメータに強い制約を課さないと推定値
が得られないという問題がある。この場合、
BME を用いることが一般的であり、その漸
近的性質を導出することが求められる。その
一部は Ogasawara (2013a)によって得られ
ているが、これらをさらに発展させる。 
 
(2) 現実の能力テストの項目パラメータは推
定値であり、その標本変動の能力の推定量へ
の影響が考えられる。その解決のため様々な
方法が用いられてきたが、疑似最尤推定
(PML)の結果を利用した能力の推定量の漸近
分散が Hoshino & Shigemasu (2008)と
Cheng & Yuan (2010)により得られている。
これら以外の漸近キュミュラントに関して
は、一部が Ogasawara (2013b)により導出さ
れたがこれらをさらに発展させる。 
 
(3) バイアスを除くことは平均２乗誤差を概
して縮小する傾向をもたらすが、逆の場合も
ある。平均２乗誤差も多くの場合正確に求め
ることは困難であるが、漸近分散と漸近バイ
アスの２乗の和（漸近平均２乗誤差）として
近似的に得られることが少なくない。推定量
から標本漸近バイアスの定数倍を減じ、バイ
アス調整した推定量を定義し、これの漸近平
均２乗誤差を最小化することにより、誤差を
縮小することが得られた。一方、Firth (1993)
の方法の拡張として、加重スコア法の適当な
重みを用いることにより、同様な結果を得た。 
 
４．研究成果 
(1) IRT モデルの項目パラメータの典型的
な推定量であるBMEを一般的な IRTモデル
である 3PLM の場合について扱った。BME
は事後モードの推定方程式から得られるも
のであり、それを正答誤答の反応パターンの
標本割合の陰関数として扱い、陰関数の微分



の性質を利用することにより、標本割合の陽
な関数として確率展開により表現すること
を行った。区間推定においては最尤推定の場
合と同じく、ステューデント化された BME
が漸近的に標準正規分布に従うことが利用
できるが、さらに漸近的に高次の精度を得る
ためにはステューデント化した BMEの高次
漸近キュミュラントが必要となるのでその
導出を行った。 
 
(2) この課題における推定量に関しては標
本の大きさは２種類存在する。すなわち IRT
における項目パラメータを推定するための
被験者集団の人数（N で表す）と項目数（n
で表す）である。N と n の関係について
Ogasawara (2013b)は、N = O(n), N = O(n3/2), 
N = O(n2)の３種の仮定をおいて考察してい
る。これらの仮定を用いて、項目パラメータ
が周辺最尤推定あるいはベイズ推定された
場合、かつ能力パラメータが最尤推定、ベイ
ズ及び疑似ベイズ推定の各方法で得られた
場合に、能力の推定量の漸近キュミュラント
等を導出した。 
 
(3) バイアス調整した推定量の漸近平均２
乗誤差の最小化はその 1/n2 の次数の高次漸
近分散の項と 1/nの次数の漸近バイアスの２
乗の和を最小化することに帰着する。その和
はバイアス調整に用いた定数の２次式にな
り、和を最小化する最適な定数は容易に得ら
れた。一般にこの最小化する定数は未知の母
集団値に依存するが、Ogasawara (2013c)は
これに依存しない固定値の例としてポアソ
ン分布における事象間隔パラメータと変動
係数が既知の正規分布のパラメータをあげ
ている。二項分布のロジットの例では最小化
する係数は母集団割合に依存するが、係数の
実用的な下限が得られている。二項分布の例
は IRT における能力の推定に関して応用さ
れた。IRTのロジスティックモデルは異なる
独立なベルヌーイ分布の下でのロジットの
モデルであるので、前記の下限を用いること
により、能力の推定量の漸近平均２乗誤差を
減少させることが可能となった。 
 
(4) カノニカルパラメータがスカラーの場
合もポアソン分布、二項分布等重要な分布が
ある。スカラーの場合は最尤推定量の高次漸
近分散及び４次までの漸近キュミュラント
はスカラーの十分統計量（期待値パラメータ
の推定量）の歪度の２乗と尖度の簡単な関数
になることが示された。スカラーのカノニカ
ルパラメータの最尤推定量をステューデン
ト化した場合の漸近キュミュラントは、IRT
における能力パラメータ（スカラーのカノニ
カルパラメータ）の文脈で Ogasawara 
(2013a)が導出している。その結果、漸近バイ
アスは０になることが示された。この例の証
明より、カノニカルパラメータがスカラーの
一般的な場合にも成立することが示された。 

 
(5) 複数のパラメータの推定量を同時に考
えた場合の漸近平均２乗誤差は様々に定義
できる。ひとつは既知の重みによる線形結合
である。この場合、高次漸近共分散行列が必
要になる。もうひとつの定義は、行列漸近平
均２乗誤差(Giles & Rayner, 1979)を考えそ
のトレースをとるものであり、Gruber 
(1998)は全(total) 平均２乗誤差と呼んだ。こ
のふたつを一般性のあるものとして採用し
た。どちらの場合も事前分布のベキを用いた
BME を加重スコア法によるものと同様に確
率展開を行った。これより、漸近バイアスベ
クトルと高次漸近共分散行列が導出された。
これらをもとにして最適な事前分布のベキ
は個々のパラメータの場合と同様に得られ
た。 
 さらに指数分布族においてスカラーのカ
ノニカルパラメータの場合は、ステューデン
ト化した BMEの性質より漸近的により精度
の高いワルド区間推定が得られることが最
適なベキを得ることにより示された。これは
分布の漸近展開において正規近似の次の項
がベキを調整することにより消去されるこ
とによるものであった。 
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