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研究成果の概要（和文）：確率密度の推定である予測問題をBayes統計学の枠組みでリスク最小問題として定式
化する．ここで，予測の良さを測る基準である損失関数をα-ダイバージェンスを採用する．これは
Kullback-Leiblerダイバージェンスを拡張したものである．このリスク最小問題を通じて，統計科学における二
大基本原理というべき尤度最大化およびShannonエントロピー最大化の間に双対性があることを明らかにした．

研究成果の概要（英文）：We formulate a prediction problem, which is an estimation of a probability 
density, as a risk minimization problem. Here we adopt the alpha-divergence as a loss function for 
evaluating the goodness of a prediction. The alpha-divergence is a generalization of the 
Kullback-Leibler divergence. Through this minimization problem, we reveal a duality between the 
likelihood maximization and the Shannon entropy maximization, which are two of the most important 
principles in statistical science. 

研究分野：統計科学
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１．研究開始当初の背景 
(1) 【研究動向及び位置づけ】 
Bayes モデル平均 (Hoeting, et al. [2]) は近
年，モデル選択の代替手段として注目を集め
ている．複数のモデルから 1つを選択するこ
とに起因する不安定性を回避できるからで
ある．また，ビッグデータ時代の到来により 
Bayes推測の重要性はますます大きくなって
いる．本研究は Bayesモデル平均の新たな理
論的展開を目指す． 
 
(2) 【着想に至った経緯】 
報告者の論文 Ohnishi & Yanagimoto [3] と
熱力学に通底する類似性に気づいたのが着
想の原点である．複数個の Bayesモデルを所
与の重みで平均するという Bayes モデル平
均を考える．Kullback-Leiblerダイバージェ
ンス損失を採用し，予測問題の枠組みで 
Bayes リスク最小問題として定式化する． 
 
ここで用語の解説をしておく．予測問題と
は確率密度関数の推定問題であり，これを
Bayes 統計学の枠組みで Bayes リスク最
小問題として論じるのが Bayes 予測問題
である．推定のよさを評価するには，真の
確率分布と予測分布の乖離度を測る必要
がある．確率分布間の乖離度を測るものと
して Kullback-Leibler ダイバージェンス
がある．これは距離のようなものであるが，
対称性がないためダイバージェンスと呼
ばれている．真の確率分布から予測分布へ
の Kullback-Leibler ダイバージェンスと
予 測 分 布 か ら 真 の 確 率 分 布 へ の
Kullback-Leibler ダイバージェンスは異
なる．前者は(－1)-ダイバージェンスと呼
ばれ，後者は(＋1)-ダイバージェンスと呼
ばれる． 

 
(＋1)-ダイバージェンス損失の下で Bayes リ
スクの最小化は，制約条件の下での 
Shannon エントロピー最大問題と等価であ
ることが示される．この等価性において凸関
数が決定的な役割を果たす． 
 
(3) 熱力学にも同様の原理の等価性が現れる．
平衡状態の特徴づけは， 
 エントロピーが一定のときは内部エネ
ルギー最小原理によって行われ， 

 温度一定のときは Helmholtz 自由エネ
ルギーの最小原理によって行われる． 

内部エネルギーと Helmholtz 自由エネルギ
ーは凸関数であり，Legendre 変換によって
結ばれている． 
 
(4) 【2013年度までの研究成果】 
報告者が研究代表者である科研費基盤研究 
(C)「鞍点等式を用いた Bayes 推測の新展開」
(2011--2013年度) で得られた成果を述べる．
上記(2)の Bayesリスク最小問題（問題 Eと
呼ぶ）では (＋1)-ダイバージェンス損失を採

用した．引数を入れ替えた損失は (－1)-ダイ
バージェンス損失である．問題 E および (－
1)-ダイバージェンス損失の下での  Bayes 
リスク最小問題を両睨みすることにより，次
の結果が得られる． 
 (＋1)-ダイバージェンス損失の下では

Bayes リ ス ク 最 小 化 は 制 約 つ き
Shannon エントロピー最大化と等価で
ある．また，尤度最大化はあるクラスの
中で最悪の予測になる． 

 (－1)-ダイバージェンス損失の下では
Bayes リスク最小化は制約つき尤度最
大化と等価である．また，Shannon エ
ントロピー最大化はあるクラスの中で
最悪の予測になる． 

上記の 2 つの Kullback-Leibler ダイバー
ジェンス損失は互いに双対と言われる 
(Amari & Nagaoka [1])．この意味において
尤度最大化および Shannon エントロピー
最大化という 2つの基本的原理に双対性があ
るという大変興味深い結果である．さらに，
Ohnishi & Yanagimoto [4] は重みが連続型
の場合へ拡張している． 
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２．研究の目的 
(1) 上記の「研究開始当初の背景」で述べた
通り，Bayesモデル平均と熱力学に通底する
数学的構造―凸関数・Legendre 変換―がある
ことが分かった．ただし Bayesモデル平均で
は Kullback-Leibler ダイバージェンス損失
を採用し，予測問題の枠組みで定式化してい
る．この共通構造に着目し，Bayes モデル平
均さらには Bayes 推測に新たな理論的展開
を与えることが本研究の目的である．具体的
には， 
 尤度最大化・Shannon エントロピー最
大化という基本概念の理解を深化させ， 

 Bayes モデル間の順序関係がどのよう
に凸関数を規定するかを解明する． 

 また，応用研究として Tweedie 分布と
いう指数型分布族に関する Bayes 推測
法を開発する． 



 
３．研究の方法 
(1) 2014年度は理論研究として，一般の損失
関数の下での Bayes モデル平均を予測問題
の枠組みで考察する．特に α-ダイバージェン
ス損失の場合から面白い結果が得られると
予想している．ここで，(＋1)-ダイバージェ
ンスおよび(－1)-ダイバージェンスを一般化
したものが α-ダイバージェンスである．パラ
メータ αは－1から＋1までの値をとり得る． 
 
(2) 2015，2016年度は理論研究として，Bayes 
モデル間の順序関係と凸関数について研究
する．熱力学と同様に順序関係が凸関数を規
定するかどうか考察する． 
 
(3) 応用研究としては，Tweedie 分布の 
Bayes 推測法を確立させ，フリーソフト R 
のパッケージを作成する． 
 
(4) それぞれの研究において予想に反する結
果が得られた場合に備えてプラン B を用意
しておく．研究成果は国内・国外の研究集会
で発表し，論文として投稿する．本研究は報
告者，連携研究者の柳本武美教授（中央大学）
および海外共同研究者の Peter Dunn 准教
授（University of the Sunshine Coast, 
Australia）の 3 人で行う共同研究である． 
 
 
４．研究成果 
(1) 報告者が研究代表者として 2011--2013
年度に行った科研費基盤研究(C)「鞍点等式を
用いた Bayes推測の新展開」で得た結果を再
掲する．Bayesモデル平均を Bayes予測問題
として定式化し，次の双対な事実を得た． 
 (＋1)-ダイバージェンス損失の下では

Bayes リ ス ク 最 小 化 は 制 約 つ き
Shannon エントロピー最大化と等価で
ある．また，尤度最大化はあるクラスの
中で最悪の予測になる． 

 (－1)-ダイバージェンス損失の下では
Bayes リスク最小化は制約つき尤度最
大化と等価である．また，Shannon エ
ントロピー最大化はあるクラスの中で
最悪の予測になる． 

本研究の目的は，上記の事実を熱力学的視点
から発展・深化させることであり，2014 年
度の成果は次の 2点である． 
 損失関数を α-ダイバージェンスに拡張
することによって上記の事実を統一的
に理解できるようになった．α-ダイバー
ジェンスは，α=＋1 のとき(＋1)-ダイバ
ージェンスになり，α=－1 のとき(－1)-
ダイバージェンスになる．双対性として
とらえていた事実を，パラメータ αを＋
1 から－1 まで変化させることにより
「連続変形」の形で理解できるようにな
った． 

 尤度および Shannon エントロピーを一

般化した概念としてダイバージェンス
共役量を定義した．これは最適予測分布
が満たす等式において α-ダイバージェ
ンスと釣り合う量であり，α=＋１のとき
尤度を導き，α=－１のとき Shannonエ
ントロピーを導く．また，ダイバージェ
ンス共役量を最大化するとあるクラス
の中で最悪の予測になることを証明し
た． 

 
(2) α-ダイバージェンス損失の下での Bayes
予測問題を研究した．予測問題とは確率密度
関数の推定問題あり，これを Bayes統計学の
枠組みで論じるのが Bayes 予測問題である．
この研究では，推定のよさを評価する基準
（損失関数）として Kullback-Leiblerダイバ
ージェンスを一般化した α-ダイバージェン
ス損失を採用した．先行研究により，α=＋１
または α=－１のときは improperな一様事前
分布を仮定して得られる最適予測分布を頻
度論の意味で改善できることが証明されて
いる．この結果を詳細に検討した．特に証明
における鍵となるテクニックを調べた．この
結果，αが±１に十分近いときに同様の改善が
可能であることが分かった． 
 
(3) 2015年度のもう1つの研究として，Bayes
予測問題と物理学の一分野である熱力学に
通底する共通構造を研究した．公理論的熱力
学というべき論文 Lieb & Yngvason [1]は，
様々な平衡状態に対する順序関係とエント
ロピーという凸関数の存在が等価であるこ
とを明らかにしている．この事実に触発され，
次のことを示した． 
 熱力学においてエントロピーという凸
関数が重要な役割を果たしているのと
同様に，Bayes予測問題においては最適
問題の最適地が凸汎関数になり，すべて
を支配している． 

 熱力学において状態間の順序関係が凸
関数を導くのと同様に，Bayes予測問題
では予測の良さを評価する損失関数が
凸汎関数を導く． 

 
(4) 2016年度も 2015年度に引き続き，α-ダ
イバージェンス損失関数の下での Bayes 予
測問題を研究した．ねらいは，improper は
一様事前分布を仮定して得られる最適予測
分布を，頻度論の意味で改善するための十分
条件を導くことである． 
先行研究により，α=＋１または α=－１のと
きは周辺密度関数の優調和性が十分条件で
あることが証明されている．2015年度は，α
が＋1 または－1 に十分近いときに同じ十分
条件で改善が可能であることを示した．最終
年度である 2016 年度は東京大学の丸山祐造
准教授との共同研究において，調和関数を
improper な事前分布として仮定したときに
一定の条件下で頻度論の意味で改善が可能
であることに成功した． 



この研究は報告者を研究代表者とする科研
費基盤研究(C)「熱力学視点による Bayes 予
測の新展開」（2017--2019 年度）で継続的に
研究する予定である． 
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