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研究成果の概要（和文）：次の主要な研究成果が得られた。1）２次元正規分布の分散共分散行列が既知で、母
平均に順序制約がある場合の母平均の推定問題：平均２乗誤差、確率優越性およびPitman nearnessの基準の下
で、RMLEがHwang, Peddada(1994)またはPeddada et al.(2005)が提案した推定量より優れていることを明らかに
した。
2)分散の値が等しいが未知のときの、非負な正規母平均の同時推定問題：Katz(1961)が提案した単独ならば許容
的な推定量に対して、分散既知の場合の改良推定量に分散の不偏推定量を代入して得られる推定量を提案し、改
良になるための十分条件を導いた。

研究成果の概要（英文）：We have obtained two main results: 1) The estimation of two ordered normal 
means when covariance is known: We have shown that restricted maximum likelihood estimator (RMLE) 
dominates both estimators proposed by Hwang and Peddada (1994) and Peddada et al. (2005) under 
stochastic and Pitman nearness criterion. Estimation of linear functions of ordered means is also 
considered and a necessary and sufficient condition on the coefficients is given for the RMLE to 
dominate the other estimators under MSE.
2) Simultaneous estimation of p positive normal means when the common variance is unknown: We have 
studied estimation of several non-negative normal means under sum of squared errors loss when the 
common variance is unknown. In particular we consider a multivariate shrinkage version of the Katz 
estimator and show that it dominates the vector version of the Katz estimator which, in the known 
variance case, is generalized Bayes with respect to the uniform prior over the positive orthant.

研究分野：数理統計学
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１．研究開始当初の背景 

制約された母数空間における推定問題が数

多く考えられるが、母平均に関する代表的な

線形制約条件は次のようなものが挙げられ

る。(1)非負性(2)simple order(3)simple 

tree order(4)傘型順序制約である。例えば、

simple order は、年齢とともに平均値が大き

くなると考えられる量（児童の身長など）、

薬品の投与量とともに平均的に大きくなる

と考えられる反応量などの場合に考えられ

ている。 

このような場合の統計的推測について、古

くから様々の研究が進められてきているが、

1988 年以前の研究については、Barlow et 

al.(1972)や Robertson et al.(1988)で詳し

く解説されている。その後の発展、特に、点

推定及び区間推定については、Silvapulle & 

Sen(2005)や Van Eeden(2006)のモノグラフに

よって解説されている。また、国内では張、

篠崎は制約条件を考慮する最尤推定量（RMLE）

による不偏推定量の改良問題について研究

を推進し、久保川,津熊,Marchand,Perron, 

Strawderman らは一般ベイズ推定量の許容性

およびミニマックス性などについて精力的

に研究を進めている。しかし、RMLE による改

良については、決していつでも改良になると

は限らず、線形制約条件の場合でも、問題の

次元、制約本数、さらに推定する線形関数に

よりさまざまな状況が起こる。しかし、次元

が増えると一般にはリスクの評価が複雑に

なり、改良できるか否かを議論することすら

困難となる。 

２．研究の目的 

制約された母数空間における推定理論の

研究に関して、張(Chang)・篠崎(JSPI.2012, 

AISM.2015)は、特に 2つの正規母集団で母平

均と分散双方に順序制約条件がある場合の

平均の推定問題について、確率優越性および

Pitman nearness 評価基準の下で、明確な結

果を得ることができた。しかし、以下の点 

(1) 相関がある場合の推定問題 

(2) 制約された母数空間の次元及び制約条件

の本数と改良可能性の問題 

については、国内外で明確な結論がまだ得ら

れていない。本研究の目的はその問題点を取

上げ、まず正規分布の場合に絞って、統計的

決定理論さらには実用化の立場から解明す

ることである。 

① 相関がある場合の推定問題：線形不等式

制約条件のもとで制約を満たす最尤推定

量（RMLE）が制約を考慮しない推定量を

改良する問題の研究は、観測値が独立で

あるとの仮定の下で議論されており、相

関がある場合の議論は殆どない。非負制

約や順序制約がある場合に関してすら、

相関がある場合については、推定量は提

案されていても、明確な結果が得られて

いない。この問題を解明することは、つ

ぎに述べる次元および制約条件の本数に

よりどのような改良が可能であるのかを

明らかにする問題の解明にもつながると

考えられる。 

② 制約された母数空間の次元及び制約条件

の本数と改良可能性の問題：独立な非負

の正規母平均の線形関数の推定問題に関

して Shinozaki & Chang(Statist. 

Decisions,1999)は、制約条件を満たす

RMLEが制約条件を考慮しない不偏推定量

（UE）を改良するための必要十分条件は

次元が４以下であることを示した。その

後、Fernandez et al.(Canad. J. 

Statist.,2000)、Kubokawa et 

al.(JSPI.2011,JMVA.2011) は広いクラ

スの分布への拡張を与えている。しかし、

リスク計算の煩雑さもあって、一般の線

形不等式制約の場合、simple order や

simple tree order という単純な状況で

すら、次元により改良（平均２乗誤差あ

るいは確率優越性などの意味で）の可能

性がどのように変化するのかについて明

解な結果が得られていない。一方、制約



条件の本数について、線形不等式制約が

2本ある場合の平均の線形関数の推定に

関しては、任意の係数に対して、RMLE は

常に不偏推定量を改良することが示され

ている( Rueda and Salvador  

Commun.Statist.,1995)。しかし、3本以

上の場合については、十分には議論され

ていない。 

③ 制約条件のある母数空間における予測

分布の推定問題への新展開：George et 

al.(Ann. Statist. 2006)は、分布を予

測するための Kullback-Leibler（KL）

リスクと母数を推定するための 2乗リ

スクとの関連性を導いた。この関連性

に着眼し、制約条件のある母数空間の

下で、分布予測の許容性やミニマック

ス性を示すことも一つの課題としたい。 
３．研究の方法 

次元数及び線形不等式制約条件の本数に

より推定量の改良可能性が大きく変化する

という問題の解明に当たって、いくつかの

事前研究を通して、特に simple order、

simple tree order 制約がある場合、母平

均の線形関数の推定問題は、相関がある場

合の議論と深く関わりがあることを認識し

ている。相関がある場合について、制約条

件が与えられた時の推定量の改良問題を解

明することは、次元数および線形不等式制

約条件の本数の問題の解明につながると考

えられる。 

そこで、相関がある場合の順序制約下での

推定量の改良問題の解明にまず取り組みた

い。順序制約下でいくつかの推定量が提案さ

れている、正規分布の母平均の線形関数の推

定を考え、解明の糸口を探り、一般的な次元

数及び線形不等式制約条件の本数の問題の

解明に取り組みたい。 

４．研究成果 

下記のテーマについて研究を進め、以下の

主要な研究成果が得られた。 

(1) ２次元正規分布の分散共分散行列が既

知で、母平均に順序制約がある場合の

母平均の推定問題：確率優越性および

Pitman nearness の基準の下で、RML が

Hwang, Peddada (Ann. Statist.,1994)

または Peddada et al.(Biometrika, 

2005)が提案した推定量より優れてい

ることを明らかにした。また、平均 2

乗損失の下で、母平均の線形関数の推

定 に 対 し て 、 RMLE が Hwang, 

Peddada(1994) ま た は Peddada et 

al.(2005)が提案した推定量より優れ

ているための係数に関する必要十分条

件を与えた。これらの研究の成果は

2017 年に Statistics 誌に発表した。 

(2) 分散の値が等しいが未知のときの、非

負な正規母平均の同時推定問題：

Katz(1961)が提案した単独ならば許容

的な推定量に対して、分散既知の場合

の改良推定量に分散に不偏推定量を代

入して得られる縮小推定量を提案し、

改良になるための十分条件を導いた。

その研究成果は 2017 年に Statistics 

and Probability Letters 誌に掲載され

た。 

(3) ２つの正規母平均と分散の双方に順序

制約がある場合の母平均の推定問題を

取り上げ、Pitman nearness 評価基準の

下での改良可能性について明らかにし、

2015 年に Ann. Inst. Statist. Math.

誌に発表した。 
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