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研究成果の概要（和文）：本研究では途中退去が伴う複数サーバ待ち行列システムの待ち行列長分布について検
討した。特に途中退去までの時間が一定の場合を前提として、待ち行列長の定常分布を解析した。サービス中の
客のうち、最後にサービスを開始した客の経過系内滞在時間、あるいはシステムの仮待ち時間が従うべき積分微
分方程式を導出し、それらの解を行列指数形式の混合として与えた。さらに行列指数形式を安定行列として表現
することにより、数値計算に適した待ち行列長分布の評価アルゴリズムを開発した。さらに、客が途中退去する
確率、客の待ち時間分布を評価するアルゴリズムも開発した。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we studied queue length distribution of 
multi-server queues with abandonment. In particular, we analyzed stationary queue length 
distribution of the multi-server queue in case where time to abandon is constant. We derived 
integro-differential equations of the attained waiting time of the last customer being served and 
the virtual waiting time of the system. We obtained solutions of the integro-differential equations 
with the mixture of matrix exponentials. By expressing the matrix exponentials with stable matrices,
 we obtained algorithms to numerically compute the queue length distribution in a stable manner. 
Furthermore, we provided algorithms to compute the abandonment probability and waiting time 
distribution of customers.

研究分野：数理工学

キーワード： 待ち行列理論　応用確率過程論　モデル化　性能評価

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1)私たちの日常生活では様々な場面でサー
ビスを受けるために列をなして待ち行列を
形成することがある。このような待ち行列に
おいて、列に並んだが待ちきれずにサービス
を受けず途中で列から退去することがある。
サービスを受けずに途中で待ち行列から離
脱する現象は、途中離脱、あるいは途中退去
が伴う待ち行列として捉えることができる。
途中退去のある待ち行列は、古くは C. Palm
が 1937年にその問題を扱った文献（文献①）
があり、その後多くの待ち行列理論家の関心
を集めてきた（途中退去のある待ち行列モデ
ルのサーベイについては文献②を参照され
たい）。 
 
(2)途中退去のある待ち行列についての理論
的な研究、特に待ち行列長を含む定常分布の
研究では、これまでに国内外で主に次の２つ
の前提のもとで検討されてきた。 
 
前提１：途中退去するまでの時間は一定、な
いし指数分布に従う 
 
前提２：客の到着はポアソン過程、サービス
時間は指数分布に従う 
 
前提１において、列に並んだ客がサービスを
受けずに途中退去するまでの時間（以下、途
中退去時間と呼ぶ）として指数分布を仮定す
る理由は、解析的に扱い易い待ち行列モデル
を構築するためである。すなわち、その動機
はもっぱら数理解析上の要請であって、現実
のデータと整合する保証はない。実際、例え
ばコールセンターにおける途中退去時間の
実データを分析すると、途中退去時間が指数
分布に従うとは言い切れず、その乖離は否定
できない。一方、途中退去時間を一定とする
場合は、文献③の特殊ケースになり、その場
合の待ち行列モデルの解析的な性質はほぼ
解明されている。ただし、文献③の解析手法
は指数分布の強い性質である無記憶性に依
拠するため、前提２が欠かせない。前提２を
想定すると複数サーバの場合も容易に扱え
るという利点がある一方で、前提２における
到着過程に対する仮定はインターネットに
おける映像データの到着過程には適用でき
ない。映像データはパケットに分割されてバ
ースト的に発生するため、その到着間隔に相
関があるからである。さらにインターネット
の映像配信を想定するならば、サービス時間
に対応する伝送時間はパケット長が一定な
らばほぼ一定でもあり、前提２におけるサー
ビス時間が指数分布に従うという仮定とも
整合しない。あるいは、サービス時間が指数
分布に従うという仮定は、コールセンターへ
の応用を想定する場合にも不十分である。何
故ならば、コールセンターにおける客のサー
ビス時間は、客とオペレータとの通話時間の
みならず、客との通話後に発生する後処理時

間も含まれるため、コールセンターのサービ
ス過程を表現するには不十分であるからで
ある（文献④）。以上の考察から、客の到着
過程が非ポアソン過程を、あるいはサービス
過程が指数分布を前提とするのではない相
関のある確率過程を前提とした途中退去待
ち行列モデルの解明が応用面からも必要不
可欠であることがわかる。 
 
２．研究の目的 
(1)本研究の目的はこのような途中退去が伴
う待ち行列システムの待ち行列長分布の解
明にある。ただし、サーバが複数存在するこ
とを前提にする。途中退去までの時間が一定
であると仮定し、経過系内滞在時間と仮待ち
時間を応用して待ち行列長分布を導出する。
さらに客がサービスを受けずに途中退去す
る確率や、客の待ち時間分布などの性能評価
指標を解析する。 
 
(2)待ち行列長分布や性能評価指標の厳密解
を求めるに際して、それらの解表現が数値計
算に適した表現形式となることを目指す。数
値計算に適した表現形式に基づき、待ち行列
長分布と性能評価指標を定量化する計算ア
ルゴリズムを開発する。 
 
３．研究の方法 
(1)待ち行列長分布を評価するため、本研究
では分布版のリトルの法則でも用いられる
考え方を活用する。その考え方の要点は、「先
着順サービス規律における単一サーバ待ち
行列において、すべての待ち客はサービス
中の客の経過系内滞在時間の間に到着して
いる」、という事実である。この考え方を複
数サーバ待ち行列システムに援用するため
に、経過系内滞在時間の定義をやや修正す
る。仮に待ち行列システムにサーバが c個
配置されているとする。このとき、「先着順
サービス規律を前提とするならば、すべて
の待ち客は、c 番目にサービスを開始した
客の経過系内滞在時間の間に到着してい
る」という事実が成立する。この着想に基
づき、本研究では、(A）客の到着過程はポア
ソン過程であるが、サービス時間が相型分布
である、(B）客のサービス時間は指数分布で
あるが、到着過程がマルコフ型到着過程であ
る、途中退去のある複数サーバ待ち行列シス
テムを考察対象とする。 
 
(2)まず(A)の待ち行列システムにおける経
過系内滞在時間の確率分布を導出するため、
文献⑤の方法にならって解析する。具体的に
は、経過系内滞在時間と相型分布で表現され
る相との結合分布が満たす積分微分方程式
を導出する。同方程式は変数変換により、文
献⑥で出現する仮待ち時間の方程式に帰着
できる。この性質は、(A)の待ち行列システ
ムにおける経過系内滞在時間が満たす積分
微分方程式は、(B)の待ち行列システムの仮



待ち時間が満たす方程式と双対関係にある
ことに起因する。よって、(B)の待ち行列シ
ステムの仮待ち時間の確率分布の結果をな
ぞらえることで、(A)の待ち行列システムの
経過系内滞在時間の確率分布が解析的に得
られる。このように、(A)の待ち行列システ
ムの経過系内滞在時間の確率分布は、実質的
に(B)の待ち行列システムの仮待ち時間の解
析結果を援用することができる。ただし、本
研究課題では待ち行列長分布を評価するア
ルゴリズム開発を見据えて、文献⑥では見過
ごされていたトラヒック密度が1に等しい場
合の解の性質を明らかにし、数値計算上安定
なアルゴリズム開発に生かす。経過系内滞在
時間の確率分布を用いて、待ち行列長の確率
母関数を導出する。この確率母関数には行列
の指数関数に関する積分が現れる。一般に、
行列の指数関数はそれ自体数値計算が容易
ではなく、ましてやその積分となると扱いに
くい。本研究ではその積分を畳み込みとして
評価し、安定行列に関する行列指数関数の形
式に帰着させ、数値計算アルゴリズムに適し
た確率母関数の表現を導出する。 
 
(3)(B)の待ち行列システムにおける経過系
内滞在時間の確率分布を、仮待ち時間の確率
分布から構成する。また、(A)の待ち行列シ
ステムの場合と同様に、トラヒック密度が 1
に等しい場合の解の性質を明らかにし、数値
計算上安定なアルゴリズム開発に生かす。得
られた経過系内滞在時間の確率分布用いて、
待ち行列長の確率母関数を導出する。この確
率母関数にも行列の指数関数に関する積分
が現れる。本研究ではその積分を畳み込みと
して評価し、最終的な表現には一切積分記号
が出現しない形式、すなわち安定行列に関す
る行列指数関数の形式に帰着させ、数値計算
アルゴリズムに適した確率母関数の表現を
導出する。 
 
４．研究成果 
(1)本研究では、客の途中退去が伴う複数サ
ーバ待ち行列システムにおいて、途中退去ま
での時間が一定である場合に、待ち行列張の
定常分布の解析解を得るに至った。本研究成
果の特徴は、対象とする待ち行列システムが
複数のサーバから構成されて、(A)客の到着
過程はポアソン過程であるが、サービス時間
が非指数分布であること、さらに(B)客のサ
ービス時間は指数分布であるが、到着過程が
非ポアソン過程であることである。従来では
単一サーバ待ち行列システムを扱うことが
多かった本研究分野にあって、本研究成果に
より複数サーバ待ち行列システムに対して、
途中退去が伴う場合の待ち行列長分布につ
いて、これまでは明らかになっていなかった
新しい知見が得られたことになる。さらに特
筆すべきこととして、待ち行列長分布のみな
らず、客が途中退去する確率や、客の待ち時
間分布などの性能評価指標を、数値的に定量

化する場合に適した形式で与えた点が挙げ
られる。待ち行列システムの理論的な研究に
おいては、数学的に厳密な解析解を追求する
あまり、その表現形式が実用的な側面から評
価すると適していないことが多い。本研究で
は数学的な厳密さを損なうことなく、かつコ
ンピュータによる数値計算アルゴリズムを
意識して、数値計算に伴う誤差をできるだけ
抑制する表現形式を与えることに成功した。 
 
(2)前記で得られた研究成果が前提とする
(B)の待ち行列システムにおいて、客の到着
間隔が各々独立で同一の相型分布に従う場
合に、待ち行列システムの仮待ち時間につい
て解析を深めた。その結果、仮待ち時間が行
列指数形式と呼ばれる表現を持つことを証
明した。前記で得られた解析解は、２つの行
列指数関数の混合として表現される。行列指
数形式は、簡単に述べれば１つの行列指数関
数に集約した形式である。途中退去が伴う待
ち行列システムの先行研究の結果から、単一
サーバで客がポアソン過程に従って到着し、
サービス時間が相型分布で与えられるなら
ば、経過系内滞在時間が行列指数形式解をも
つことが知られている。本成果は単一サーバ
モデルを軸にして到着間隔とサービス時間
を交換することで得られる双対な待ち行列
システムを考察すれば自然な結果ではある。
しかしながら、一方では単一サーバを仮定し
ているが、他方では複数サーバにまで拡張可
能であることが特徴的であり、理論的にも興
味深い結果である。さらに、経過系内滞在時
間が行列指数形式をもつことで、理論的な側
面だけではなく、実用的な利点も得られる。
すなわち、行列指数形式では１つの行列指数
関数を基礎に解を表現しているため、非負の
値だけを用いて数値計算アルゴリズムを構
成することが可能となる。そのため、負の数
を扱うことに起因する数値計算上の不安定
性を排除することができる。 
 
(3)本研究の主要な目的は待ち行列長の定常
分布を解明することであるが、その他にも客
が途中退去する確率や、客の待ち時間分布に
ついても解析することにある。本研究ではそ
れら所期の目的は達成されたが、なかでも客
が途中退去する確率は、途中退去が伴う待ち
行列システムの性能を評価する上で重要な
指標といえる。そこで本研究成果を利用して、
客の途中退去確率についてさらに知見を深
めることにした。具体的には、途中退去時間
が大きいときの漸近的な挙動に焦点を当て、
近似的な評価式を得るに至った。厳密な解析
解は数値計算アルゴリズムに資する形式で
表現できているものの、システムに与えられ
るパラメータ（例えば途中退去時間）につい
てどのように振る舞うかが一見するだけで
は不明瞭である。得られた近似式は、漸近的
な評価式であるものの途中退去時間に対し
てどのように途中退去確率が変化するかが



読み取れる形式であり、システムのパラメー
タを決定するに際して見通しを良くする。 
 
(4)先行研究により、途中退去が伴う複数サ
ーバ待ち行列システムで、客がポアソン過程
に従い、サービス時間を一般化した場合の客
の途中退去確率を近似的に与える発見法的
な評価式が知られていた。一方、本研究で扱
った(A)の待ち行列システムでは、複数のサ
ーバそれぞれにおけるサービス時間が相型
分布に従うことを前提とするが、本研究によ
り客の途中退去確率が解析的に厳密に与え
られ、かつ数値計算アルゴリズムを通じて正
確に評価可能である。一般に、複数のサーバ
から構成される待ち行列システムは、途中退
去が伴わない場合ですら、サービス時間を一
般的に扱うことが困難であり、途中退去が伴
う場合も同様である。よって、実際上は悲負
の確率変数が従う一般分布を任意精度で近
似可能な相型分布をサービス時間として仮
定し、行列解析法に代表される数値計算アル
ゴリズムに頼ってその性能評価指標を得る
ことが常である。本研究で得られた客が途中
退去する確率も、行列解析法の算法に立脚し
た数値計算が可能であり、先行研究で知られ
ていた発見法的な近似式にとって代わる評
価式であるといえる。発見法的な近似式はそ
の性格上、他の手段（例えばコンピュータシ
ミュレーション）による精度検証が必要不可
欠である。今回得られた厳密解に基づく結果
と発見法的な近似式を比較することで、近似
式の精度をコンピュータシミュレーション
に依拠することなく定量化して把握するこ
とができる。一般的にコンピュータシミュレ
ーションによって信頼性のある結果を得る
ためには多くの時間的なコストを費やす必
要があるが、本研究成果を活用すれば時間的
なコストを大幅に削減して信頼性のある評
価が可能となる。 
 
(5)本研究が考察対象とした待ち行列システ
ムは(A)と(B)に代表される。その特徴の第一
は、到着間隔ないしサービス時間は指数分布
に従うという点である。さらに、途中退去時
間が一定値であるという点も見逃せない。こ
のような制約があるがために解析的な解を
得ることが出来たとも言える。本研究の成果
を踏まえ、これらの制約を取り除いたより一
般的な条件下で、途中退去のある複数サーバ
待ち行列システムの解析が今後求められる。 
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