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研究成果の概要（和文）：本研究では、レヴィ過程と時間変更レヴィ過程をファイナンスの諸分野に応用するこ
とで、正規分布を基礎とする古典的なファイナンス理論の拡張を試みた。レヴィ過程は非正規な確率過程のクラ
スであり、資産価格や株式配当の非連続的な変動（ジャンプ）を表現できる。また、時間変更レヴィ過程はレヴ
ィ過程に確率的時間変更を導入した確率過程である。本研究では、デリバティブの価格付け、交換経済における
資産価格付け、最適配当政策、U字型プライシング・カーネルの再現の4つの問題を扱った。各問題に対して、数
理解析による理論研究と数値シミュレーションによる計算研究を実施して論文にまとめた結果、4本の論文が国
際学術誌に掲載された。

研究成果の概要（英文）：This study has addressed an application of Levy and time-changed Levy 
processes to the field of finance and extended classical financial theory based on normal 
distributions. Levy processes are a class of non-Gaussian stochastic processes for describing jumps 
in asset price dynamics and dividend streams, and time-changed Levy processes are their 
generalization with stochastic time change, which can be regarded as a generalization of stochastic 
volatility. They have been applied to the four problems: path-dependent option pricing, asset 
pricing in exchange economy, optimal dividend policy for a firm, and reproducing U-shaped pricing 
kernels. In these problems, analytical representations of derivative prices, asset prices, and 
decision rules for optimal policy were derived from financial models we proposed. In addition, 
numerical examples were provided for deeply understanding our mathematical results. As a result, 
four academic papers were published in international journals.

研究分野：ファイナンス
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１．研究開始当初の背景 
2008 年のリーマンショック以降、金融実務
の枠組みを根本から見直そうとする動きが
ある。なかでも、金融資産価格の急激かつ突
発的な変動をモデル化することで、古典的な
ファイナンス理論をより現実的な理論に書
き換え、金融商品の適切な価格付けや金融リ
スク管理を実現できる。こうした問題意識に
基づき、急激かつ突発的な変動が表現できる
確率過程である「レヴィ過程」に着目して、
レヴィ過程をファイナンス理論の諸分野へ
応用しようとの考えに至った。 
 
２．研究の目的 
本研究は、レヴィ過程とその拡張である時間
変更レヴィ過程を資産価格の変動や株式配
当の流列に適用することで、古典的なファイ
ナンス理論をより現実に近い理論へと書き
換えることが目的であった。レヴィ過程は非
正規かつ非連続な経路（パス）を扱える確率
過程のクラスの一つであり、金融資産の突発
的な変動、すなわちジャンプを表現するのに
適した確率モデルである。古典的なファイナ
ンス理論では、ブラック＝ショールズ・モデ
ルに代表されるように、金融資産価格の収益
率が正規分布に従って連続的に変化してく
と仮定されている。ところが実際の金融市場
では、金融資産価格は急激かつ突発的に変動
し、しばしば価格の急騰や急落が観測され、
それが金融市場や実態経済に大きなインパ
クトを与える。また、過去の実証研究では、
金融資産価格の収益率の正規分布や連続変
化の仮説は棄却されている。そこで本研究で
は、レヴィ過程や時間変更レヴィ過程の適用
を考えた訳であるが、既にデリバティブ分野
では精力的な研究が実施されている一方、ま
だ手付かずの研究分野も多数存在している
ので、ファイナンスの広範な分野への応用を
検討するのが本研究の目的であった。 
 
３．研究の方法 
本研究は、レヴィ過程もしくは時間変更レヴ
ィ過程をファイナンス理論の諸分野へ適用
することが目的であったため、「ファイナン
ス理論の数学的な特徴付け（以下、『理論研
究』という）」と「構築したファイナンス理
論をコンピュータ上で再現する数値実験（以
下、『計算研究』という）」の 2つによって研
究を進めた。 
 
(1)理論研究では、まず、ファイナンス理論
に関する文献に加え、レヴィ過程、確率的最
適制御問題、確率的時間変更などの確率解析
に関する先行研究を調査した。次に、分析対
象となる金融市場の事象を確率モデルとし
て記述し、数理解析によって定理、命題、補
題などを導出することでファイナンス理論
としての特徴付けを行った。 
 
(2)計算研究では、理論研究で導出した公式

などをコンピュータ上に実装し、価格精度の
検証、計算速度の測定、計算結果の安定性、
理論と現実の一致性・相違性、理論理解のた
めの可視化（グラフ化）などを実施した。 
 
４．研究成果 
(1)金融資産価格の収益率が時間変更レヴィ
過程（time-changed Levy processes）に従
う場合の離散時点観測型の経路依存デリバ
ティブの解析的な価格評価手法を提案した。
具体的には、バリア・オプション、ルックバ
ック・オプション、フェイド・イン（アウト）・
オプション、フォワード・スタート・オプシ
ョン、平均オプションに対する包括的な価格
評価手法の開発である。この研究成果をまと
めた論文は、国際学術論文誌 Applied 
Mathematical Finance（査読有）に掲載され
た。なお、本研究は当該科研費獲得前からの
継続研究である。 
 
(2)非連続パスを持つ平均回帰過程（単調増
加なレヴィ過程を変動因子とする OU 過程）
をボラティリティ変動モデルに採用した資
産価格モデルである Barndorff-Nielsen and 
Shephard モ デ ル を 拡 張 し た 一 般 化
Barndorff-Nielsen and Shephard モデルを提
案し、そのモデルの下で各種デリバティブの
解析的評価手法を開発した。この一般化モデ
ルでは、オリジナル・モデルにあるブラウン
運動の変動因子をレヴィ過程に置き換える
ことでオリジナル・モデルの欠点（ネガティ
ブ・スキューとなる形状のインプライド・ボ
ラティリティを再現することが困難）を克服
し、なおかつ柔軟なモデル選択ができるとい
う汎用性を有する。また、一般化モデルの下
でプレーン・バニラ・オプションのみならず、
離散時点観測型のバリア・オプションやルッ
クバック・オプションなどの解析的評価手法
を開発した。さらには、リスク中立確率の下
での資産価格の収益率分布をそのキュムラ
ントの極限値を調べることで特徴付けした。
この研究成果をまとめた論文は、国際学術論
文誌 International Journal of Theoretical 
and Applied Finance（査読有）に掲載され
た。 
 
(3)代表的投資家の期待効用最大化に基づく
交換経済の資産価格モデルであるルーカ
ス・モデル（もしくはルーカス・ツリーと呼
ばれる）の研究を実施した。本研究では、複
数資産の配当流列が非負レヴィ過程
（subordinator）や非連続パスを持つ平均回
帰過程（非負レヴィ過程を変動因子とする OU
過程）で与えられる交換経済を考え、この経
済の下での均衡資産価格を求めた。また、こ
の経済の均衡状態における無リスク金利や
市場ポートフォリオ、各種資産のベータやア
ルファを導出し、配当流列のジャンプが経済
にどのような影響を与えるのかを理論的に
調べた。一連の公式は（逆）ラプラス変換に



よる準解析解として与えられるので、一部の
特殊例を除き、数値計算によるコンピュー
タ・シミュレーションによってこの交換経済
の特徴付けを行った。その結果、株式市場の
アノマリーとして知られる「小型株効果」が
自然に生成されることを示すなど、古典的な
ファイナンス理論では説明できなかった現
象のいくつかを理論モデルで再現した。この
研究成果をまとめた論文は、国際学術論文誌
Annals of Financial Economic（査読有）に
掲載された。また、同内容を大阪大学で開催
された中之島ワークショップ「金融工学・数
理計量ファイナンスの諸問題 2014」の招待講
演で発表した。 
 
(4)企業の株式配当の最適化と代表的投資家
の期待効用最大化の同時問題の研究に取り
組んだ。この問題は 2次元ジャンプ拡散過程
（レヴィ過程のある種の一般化）における特
異確率制御問題（ singular stochastic 
control problem）として定式化された。株
式配当の最適化問題に関する多くの先行研
究が存在するが、投資家のリスクに対する選
好や総消費の動向などのマクロ経済要因は
考慮されていなかった。そこで本研究では、
総消費をべき乗効用関数で評価する代表的
投資家を想定し、その投資家の期待効用最大
化によって株式価値が決定される状況を考
えた。その一方で、企業はデフォルトするま
で株式価値を最大化するような配当政策を
実施するものと仮定した。このような状況の
下で、株式価値、株式のボラティリティ、均
衡金利を求め、市場の均衡状態で株価や金利
がどのように振舞うのかを理論的に調べた。
その結果、投資家のリスク回避度や総消費の
動向が株価形成や配当政策に大きな影響を
与えることを証明した。また、企業が一旦配
当支払いを停止した後に配当が再開される
確率を解析的に求めた。一連の数理解析結果
となる公式群をコンピュータ上に実装し、数
値実験により可視化（グラフ化）することで
現実の市場の動きに整合的であることを説
明した。この研究成果をまとめた論文は、国
際学術論文誌 International Journal of 
Theoretical and Applied Finance（査読有）
に掲載された。 
 
(5) 消 費 基 準 の 資 産 価 格 ア プ ロ ー チ
（ consumption-based asset pricing 
approach）によって、U 字型プライシング・
カーネル（もしくは確率的割引率、
stochastic discount factor）を再現できる
理論モデルを開発した。古典的な資産価格の
理論モデルでは、プライシング・カーネルは
市場ポートフォリオのリターンに対して単
調減少となることが知られている。ところが、
これまでの実証分析では、プライシング・カ
ーネルの形状は株価指数のリターンに対し
て U字型を描くことが実証されている。この
理論と実証の矛盾を解消すべく、本研究では、

U 字型のプライシング・カーネルが描ける資
産価格の理論モデルを提案した。さらには、
リスク中立確率の下での株価指数の収益率
分布に対するファットテール性や負の歪度、
コール・オプションのアブノーマル・リター
ンをこの理論モデルで再現できることを示
した。本研究では、レヴィ過程の拡張である
時間変更レヴィ過程を株価指数の変動因子
として採用しており、そのなかでも確率的時
間変更が U字型プライシング・カーネルの生
成に非常に重要な役割を果たすことを証明
した。また、数学的な解析のみならず、数値
（逆）フーリエ変換を用いてインプライド・
ボラティリティを計算した結果、たとえ実確
率の下では株価指数の収益率分布の歪度が
ゼロであったとしても、インプライド・ボラ
ティリティは負のスキューの形状を描くこ
とを示した。これは実際の株価指数オプショ
ン市場で観測される現象である。この研究成
果をまとめたワーキングペーパーを、法政大
学イノベーションマネジメント研究センタ
ーのホームページ上に公開した。また、同論
文は現在国際学術論文誌に投稿中である。 
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