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研究成果の概要（和文）：この研究では、古典群の元のキス数を求めるアルゴリズムを提案し、応用を図った。
これはジーゲルによる正定値対称行列のミンコウスキー領域における評価式と、ショートベクトルアルゴリズム
を利用している。線形変換の高さは、等方空間の部分格子の像の余体積と格子の余体積の次元調節付きの比で定
義される。格子のモジュラー変換の最小の高さを密度という。密度を与えるモジュラー変換の同型類の数をキス
数という。これは格子配置の球充填問題の一般化である。応用として、4次シンプレクティック群の、全等方部
分空間に関する高さに関するキス数の計算を行い、局所最大キス数を持つ格子を3種類発見した。

研究成果の概要（英文）：In this research, we propose an algorithm computing the kissing number of an
 element of classical groups and apply them to concrete cases. This algorithm uses the evaluation of
 determinants of the positive definite symmetric matrices in the Minkowski domain and so-called the 
short vector algorithm. The height of the linear transformation is by definition the modified ratio 
of the covolume of the transformed sublattice in the isotropic space and the covolume of the whole 
fixed lattice. The density is the minimum value of the height among modular transformation of the 
lattice and the kissing number is its cardinality modulo certain modular transformations. These are 
a generalization of the classical sphere packing problem. An application is when the symplectic 
group of degree 2, matrix size 4 and when the totally isotropic space is chosen. In this case, there
are three kinds of symplectic lattices who have locally maximal kissing numbers.

研究分野： 数論

キーワード： エルミート定数　基本領域　ジーゲル上半空間　最小ベクトル　キス数
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１．研究開始当初の背景

古典的な問題である n 次元ユークリッド空
間上の球充填問題は、一定の半径の超球をで
きるだけ密に配置する最適化問題である。特
に格子配置、すなわち超球の中心がユーク
リッド空間の格子に配置されるように問題を
限定すると、ボロノイ理論と称される代数的
なアプローチが可能になる。格子配置の最大
密度をエルミート定数という。ボロノイ理論
では、格子の最短ベクトル集合を定義し、そ
れからパーフェクト格子の概念を導入する。
パーフェクト格子は上記最適化問題の解であ
る最密格子の候補となる格子である。そして
さらにパーフェクト格子はリシュコフ多角形
と呼ばれる局所有限多角形の頂点集合でもあ
る。そのモジュラー同値類の有限性からパー
フェクト格子をすべて求める 2分探索法を元
にしたボロノイアルゴリズムが提案された。
ボロノイアルゴリズムによって 1 <= n <= 8

の格子配置球充填問題のパーフェクト格子が
知られている［ 7⃝ (2007) Schürmann 他］。
エルミート定数に限定するならば、n <= 8

［ 2⃝ (1934) Blichfeldt］, n = 24［ 5⃝ (2009)

Cohn and Kumar］がある。なお、近年格
子配置に限らない場合の最大密度が n = 3

［10⃝ (2005) Hales］ のときに示されており,

n = 8, 24［ 4⃝ (2016) Cohn］のときも格子
配置のものと同じであることもアナウンスさ
れた。格子配置の球充填問題は様々な観点か
ら一般化されている。
ランキン拡張 密度を測る「高さ」関数と
して n 以下のパラメータに依存する非ユー
クリッド的な高さ関数を導入することでラ
ンキン拡張型の最適化問題が得られる。最
適化値をランキン定数という。これは一般
化されたエルミート定数である。n = 4 の
場合に［13⃝ (1953) Rankin］によって得られ
た。パーフェクト格子については［ 6⃝ (1996)

Coulangeon］の研究がある。n >= 5 では、い
くつかの場合に、［14⃝ (2011)沢谷-渡部-奥田］
によってランキン定数が得られている。
対称錐拡張 一方、［ 1⃝ (1975) Ash 他］に
よって、一般の対称錐における高さやリシュ
コフ多角形が定義された。対称錐として、正
定値対称行列全体の成す錐を選ぶと、ボロノ
イケースになる。高さから密度関数を定義す
ることによる最適化問題の解として一般化さ
れたエルミート定数が定義される。
代数群拡張 ［15⃝ (2003) 渡部］に一般の代
数群の (一般化された) エルミート定数が定
義された。また［16⃝ (2014)渡部］によって代
数群のリシュコフ領域が定義された。ここで

は、高さは有理極大放物型部分群の指標で定
義される。代数群として一般線形群を選び、
高さとして、階数 1の極大放物型部分群の指
標を選ぶと、ボロノイケースに帰着する。ま
た、さらに高さとして、一般の極大放物型部
分群の高さを選ぶと、ランキン拡張になる。
さらに、階数 1の実直交群やユニタリ群、例
外群など対称錐の自己同型群を代数群として
選ぶと、Ash の拡張に帰着する。この、非常
に一般的な枠組への拡張により、対称錐を虚
部に持つチューブ領域、さらにはエルミート
型半単純リー群の対称領域における高さ、密
度、リシュコフ領域、頂点、完全性、最小ベ
クトル集合、キス数などといったボロノイ理
論における概念が自然に導入され得る状況が
整った。

２．研究の目的

エルミート型半単純リー群の対称領域におい
て、ボロノイ理論の類似を展開する。特に、
最小ベクトル集合やキス数の計算に重点をお
き、計算アルゴリズムを開発する。ジーゲル
基本領域の場合にアルゴリズムを適用して局
所最大なキス数をもつシンプレクティック格
子を探索する。

３．研究の方法

エルミート型半単純リー群の対称領域におい
て、ボロノイ理論の類似を展開することを目
的として、計算代数的アプローチを試みる。
ボロノイケースに適用できる一般線形群上の
いろいろな計算をアルゴリズム化し、低ラン
クのケーススタディを行う。グラム行列全体
で適用可能なアルゴリズムを、対称領域へ制
限することを考える。特にジーゲル上半空間
の場合やローレンツ錐の場合へ適用する。
最小ベクトル集合により、基本領域あるい
は、リシュコフ領域の境界成分は特徴づけら
れていると考えられる。これは実際にボロノ
イケースにおいては、［12⃝ (1873) Korkine-

Zolotareff］,［ 9⃝ (1988) Grenier］の基本領
域がそうなっている。階数 2 のジーゲル上
半空間の場合は、ジーゲル基本領域は ［ 8⃝
(1959) Gottschling］により、基本領域の境
界を構成する余素対称対がすべて求められて
いる。
これらの場合を含め、一般に、リシュコフ領
域において、適切に定式化をすることによ
り、最小ベクトルの有限集合のなすイデアル
を考え、その零集合として対称領域の点ある
いは境界成分はとらえられるはずである。最
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小ベクトルの有限集合の包含関係のなす隣接
関係で近似的な木モデルができるが、特に零
次元イデアルになっているものについては、
これはボロノイ理論やそのランキン拡張にお
けるパーフェクト格子にあたるものだと考え
られる。零次元イデアルについては、グレブ
ナ基底を利用した計算方法が発達している。
零集合を計算することにより、最小ベクトル
集合になるイデアルを判定することができ
る。またその局所的な性質の証明も可能にな
る。この枠組は、［11⃝ (2012) 早田 他］によ
り、虚部が正定値対称行列全体のなす対称錐
であるチューブ型領域であるジーゲル上半空
間には実行可能である。階数 2の場合、グレ
ブナー基底による計算およびキス数計算を、
階数 2のジーゲル上半空間をパラメーター空
間に持つシンプレクティック格子について適
用する。

４．研究成果

(1) キス数の定式化。

一般線形群の部分群としての古典群の元のキ
ス数を次のように定義する。古典群を定める
形式に関する等方部分空間を固定する。古典
群の元による、等方空間の部分格子の線形変
換像の (等方部分空間に対する) 余体積と全
体の格子の余体積の次元調節付きの比で高さ
関数を定義する。部分格子のモジュラー変換
全体を考え、その最小の高さを密度という。
密度を与えるモジュラー変換の同型類の数を
キス数という。これらの用語は、古典群とし
て一般線形群を考え、また等方部分群として
一次元部分空間を選んだ場合、格子配置の球
充填問題に帰着することから、援用したもの
である。
次にグラム行列を考えることにより、一般
線形群の対称領域、つまり正定値対称行列全
体への埋め込みができる。高さはグラム行列
上、主小行列での計算に帰着される。

(2) キス数の計算アルゴリズムの提案。

グラム行列がミンコウスキー領域あるいはグ
レニエ領域にあると、対角成分の積と行列式
の間にジーゲルによる不等式が成立する。こ
のことから正定値対称行列の最小モジュラー
変換の列ベクトルは、ある有限球の内部にあ
ることがわかり、有限性が証明できる。有限
球の内部の格子ベクトルは、有限個であり、
ショートベクトルアルゴリズムで計算される
(［ 3⃝ Cohen］)。よって最小モジュラー変換
を成すモジュラー行列はこの有限個の列ベ
クトルの組合せで得られ、あとは古典群のモ

ジュラー群の判定を行うことにより、最小モ
ジュラー変換の集合が得られる。その同型類
の判定もショートベクトルアルゴリズムをう
まく利用することにより、判定アルゴリズム
が構成できる。特にその同型類の位数を求め
ることにより、キス数が計算されることを示
した。

(3) 階数 2のジーゲル基本領域への応用—

［ 8⃝ (1959) Gottschling］ の結果の拡張。

ジーゲル上半空間において、ジーゲルモジュ
ラー群の作用による基本領域を考える。こ
れはジーゲルによる構成法が知られており、
ジーゲル基本領域と呼ばれている。階数が
2 のときには［ 8⃝ (1959) Gottschling］によ
り、ジーゲル基本領域の境界を構成する超
平面が 28 個の等式で与えられることが示
された。Reshkov 領域は単位モジュラー変
換が最小モジュラー変換集合に入るという
条件で特徴付けされる。階数が 2 のジーゲ
ル基本領域は Reshkov 領域の基本領域でも
あり、Gottschling のリストのうち、19 個
は Reshkov領域の境界でもある。報告者は、
Reshkov 領域の境界としてジーゲル基本領
域に交わるものがさらに 6 個あることを、
Gottschling の証明を拡張することにより、
得た。

(4) 階数 2のジーゲル基本領域への応用—

キス数の計算。

古典群としてシンプレクティック群を選ぶ。
等方空間として斜交形式の全等方空間を選
ぶ。シンプレクティック格子はパラメーター
空間として、ジーゲル上半空間を持つ。シン
プレクティック格子の高さに関する最小モ
ジュラー変換は、ジーゲル上半空間の高さに
一致し、Reshkov 領域のパラメーター空間
は、ジーゲル上半空間の Reshkov 領域にな
る。よってジーゲル基本領域の境界上の要素
のキス数を求めれば十分である。特に、パー
フェクト格子に対応するる零次元イデアルを
成す場合を考える。その零集合の要素であっ
て基本領域の境界上の点でもあるものを 0セ
ルという［11⃝ (2012) 早田、他］。上記、ジー
ゲル不等式およびショートベクトルアルゴリ
ズムを利用したキス数を求めるアルゴリズム
を使って 0セルのキス数を計算した。特に、
局所最大なキス数をもつ 0 セルは以下の 3

とおりのものが発見された：

A2 型ルート格子の 2つの直積： キス数 9

D4 型ルート格子： キス数 8

非ルート格子： キス数 7
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なお、一般化されたエルミート定数を達成す
る格子は D4 型ルート格子である。
重要な知見として、キス数の最大数を達成す
る格子は必ずしもエルミート定数を達成して
いない。これは ［17⃝ (1971) Watsonによる
予想］にあるようなボロノイケースとは異な
る現象であり、より深く研究されるべき事柄
である。
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