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研究成果の概要（和文）：代数曲線の数論的Schottky-Mumford一意化理論を用いて、Chern-Simons不変量の数論
性を示した。その結果と数論幾何におけるArakelov理論、古典的Liouville場に関するZograf及び
Mcintyre-Takhatajanの理論を用いることにより、代数曲線のモジュライ空間上においてChern-Simons直線束を
表す、Deligne-Riemann-Roch同型写像の具体的な無限積表示を与えた。その応用として、Schottky群のRuelleゼ
ータ関数の特殊値を周期積分と判別式の積で表し、幾何的なゼータ関数についてもDeligne予想の類似が成り立
つことを示した。

研究成果の概要（英文）：By the arithmetic Schottky-Mumford uniformization theory, we proved the 
arithmeticity of Chern-Simons invariants. Using this result together with the Arakelov theory in 
arithmetic geometry and the theory of Zograf, Mcintyre-Takhatajan on the classical Liouville field 
theory, we gave an infinite product presentation of the Deligne-Riemann-Roch isomorphism which 
expresses the Chern-Simons line bundle. As its application, we express the special values of the 
Ruelle zeta functions of Schottky groups as the products of period integrals and discriminants. This
 result gives an analog of the Deligne conjecture on 
such geometric zeta values. 

研究分野：数論幾何
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１．研究開始当初の背景 
 
本研究に関連する主な動向としては、 

 
(1) 研究代表者による、種数が 3 と 4 の場合 
におけるMumford形式の Teichmüller 
モジュラー形式を用いた明示公式 

(2) Zograf, Takhtajan, McinTyreによる正則 
分解公式 

(3) Deligne, Beilinson, Bloch, Katoによる、 
モチーフのゼータ関数の特殊値に関する 
予想 

(4) Fried, Sugiyamaによる双曲多様体の 
Ruelleゼータ関数の特殊値に関する研究 

 
が挙げられる。 

Mumford形式とは、代数曲線の族に 
Grothendieck-Riemann-Rochの定理を適用 
して得られるMumford同型を表す 
Teichmüller空間上の正則関数であり、数論 
幾何において代数曲線の判別式を普遍的に 
表すものであると共に、弦理論における測度 
としても現れる重要な研究対象である。応募 
者は今まで、上記(1)のようにMumford形式 
の表示として Teichmüllerモジュラー形式 
を用いてきたが、種数が高い場合には、 
Schottky問題から生ずる困難のために進展 
が滞っていた。最近 Zograf, Takhtajan,  
McinTyreによる正則分解公式を用いると、 
Mumford 形式の無限積表示が得られること 
が分かったが、正確な結果を得るためには、 
その表示に現れる比例定数を決定する必要 
があった。その後の研究により、数論的 
Schottky-Mumford一意化理論を用いて、 
特別な場合にこの比例定数を決定できるこ 
と、またそれが Schottky群に関する Selberg  
ゼータ関数の特殊値、すなわち Selbergゼー 
タ値の数論性の研究に応用できることが分 
かった。 
本研究では、今まで得られた結果を完全な 
形にして、一般のMumford形式の無限積表 
示と Selbergゼータ値の数論性を示すと共に、 
Friedや Sugiyamaによる Selbergの跡公式 
を用いた Ruelleゼータ値に関する結果との 
関連についても考察し、これらの幾何的なゼ 
ータ関数の特殊値について、Deligne,  
Beilinson, Bloch, Katoによる予想の類似を 
研究する。 
 
２．研究の目的 
 

Mumford形式は、代数曲線のモジュライ 
空間上において標準的な直線束の間の 
Mumford同型を表す Teichmüller空間上の 
正則関数である。本研究では、Mumford形 
式の明示公式、特に種数 1 の場合における 
Ramanujanのデルタ関数を用いた公式を拡 
張した無限積表示を与える。またその応用と 
して、幾何的なゼータ関数の特殊値（ゼータ 
値）に関する数論性を研究し、モチーフのゼ 

ータ関数に関するDeligne等による予想の類 
似として、Schottky群の Selbergゼータ関数 
の特殊値が、対応する代数曲線の周期積分と 
判別式などの不変量の積として表されるこ 
とを示す。 
 
３．研究の方法 
 

Mumford形式の無限積表示と、その 
Selbergゼータ値の数論性への応用について 
主に研究する。具体的には、 
 
(1) 数論的 Schottky-Mumford一意化と普 
遍微分形式・周期の理論を用いて、 
Ramanujanデルタ関数を用いた種数 1の 
Mumford形式の無限積表示を、一般の種 
数の場合に拡張する。 

(2) Mumford形式の無限積表示と Selberg  
ゼータ関数の類似に着目することにより、 
Mumford形式の数論性から、Schottky 群 
に対する Selbergゼータ値の数論性を導く。 

(3) Schottky群に対するSelbergゼータ値が、 
対応する代数曲線の周期と判別式の積で 
表されることを示し、数論的ゼータ関数の 
特殊値に関する Deligne, Beilinson,  
Bloch, Katoによる予想の類似が、幾何的 
なゼータ関数の場合でも成り立つことを 
示す。 

(4) Selbergゼータ値に関する上記の結果と、 
Fried, Sugiyamaによる Ruelleゼータ値 
に関する研究を比較、検討することにより、 
幾何的なゼータ関数の特殊値に関する研 
究方法を整理する。 

(5) Zograf, Takhtajan, McinTyreによる正 
則分解公式を数論幾何的に解釈すること 
により、数論的 Riemann-Rochの定理との 
関連を研究する。 
 
４． 研究成果 
 
(1) 代数曲線の数論的 Schottky-Mumford一 
意化理論を用いて、Chern-Simons不変量の 
数論性を示した。その結果と数論幾何にお 
ける Arakelov理論、古典的 Liouville場に 
関するZograf及びMcintyre-Takhatajanの 
理論を用いることにより、代数曲線のモジ 
ュライ空間上において Chern-Simons直線 
束を表す、Deligne-Riemann-Roch同型写 
像の具体的な無限積表示を与えた。またそ 
の応用として、Schottky群の Ruelleゼータ 
関数の特殊値を周期積分と判別式の積で表 
し、このような幾何的なゼータ関数につい 
ても Deligne予想の類似が成り立つことを 
示した。 
 
さらに各研究分担者は次の成果を得た。 
 

(2) 偏極代数多様体の幾何学的不変式論の意 
味における安定性と定スカラー曲率Kähler 
計量の存在とが同値になるという予想、い 



わゆる「偏極代数多様体に対する小林・ 
Hitchin 対応」を中心に研究した。特に 
Einstein・Kähler Fano多様体を底空間と 
するいくつかの複素直線束達の直和のコン 
パクト化として得られるトーリック束で、 
ある種の条件を満たす空間に対し、  
Kähler-Ricciソリトンの存在問題を考察し、 
特別な場合として、底空間の Einstein・ 
Kähler Fano多様体が等質的であるときに、 
この予想の証明を与えることができた。 
 

(3) 三重周期極小曲面の変形族を構成し、対 
応する Riemann面を崩壊させたときの振 
る舞いを研究した。難解な箇所は、単なる 
変形族を構成するのではなく、Riemann面 
を崩壊させる段階まで三重周期極小曲面で 
あることを保つような変形族を構成しなけ 
ればならないことである。今回、4助変数に 
よって定められる超楕円型 Riemann面を 
設定して、その Abel-Jacobi写像の実部を利 
用し、三重周期極小曲面の 2助変数による 
変形族を構成した。 
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