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研究成果の概要（和文）：　本研究の主な目的は、代数学の基本事項であるGalois理論では重要な問題である逆
Galois問題を正規底の存在問題と絡めて、群スキームの理論の枠組みで考察することであった。最も基本的な場
合である巡回群に対しては、一般の環の上でalgebraic torusに対するKummer理論について詳しい結果を得た。
また，素数位数の巡回群に対して、整数環の上でalgebraic torusに対するKummer理論とArtin-Schreier理論を
統一する理論を構成した。

研究成果の概要（英文）：  It is a main purpose of our research to study the inverse Galois problem, 
which is one of the most important in the Galois theory.
  We discuss the inverse Galois problem with normal basis, concerning Kummer theories for algebraic 
tori  not only over a field but also over a ring, in the framework of group schemes. The unit group 
scheme of a group algebra plays an important role in this article, as was pointed out by Serre 
<Groupes algebriques et corps de classes>. We also formulate the notion of cleft extensions in the 
Hopf-Galois theory in the framework of algebraic geometry. The unit group scheme of the algebra of a
 finite flat group scheme plays a key role.

研究分野： 数学
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１． 研究開始当初の背景 
本研究は平成２３年度から２５年度まで

基盤研究(C) 研究課題「クンマー理論を巡っ
て，群スキームの観点から」(課題番号
23540027)の下で遂行された研究の続編であ
る．初めに，先行する研究と共通する全体的
な構想について説明する． 
 K を体，Gを有限群とする．このとき，Gを
Galois 群にもつ K の Galois 拡大が存在する
か，存在するなら具体的な構成法を記述せよ
という問題は逆 Galois 問題とよばれ，今日
でも非常に重要な問題である．Kummer 理論や
Artin-Schreier-Witt 理論は，巡回群を
Galois 群にもつ Galois 拡大の簡潔な記述を
与えている． 
Kummer理論やArtin-Schreier-Witt理論は

Galois 理論の基本的な項目であり，特に
Kummer 理論は Lagrange の分解式を用いた初
等的な証明が知られている．おそらくそこに
想を得たのであろう，Serre は半世紀前に，
Groupes algebriques et corps de classes
において次のような議論を展開した． 
G を有限群，K を体とする．このとき，群

環 K[G]の可逆な元のなす乗法群 U(G)は K の
上の代数群の構造をもつ．さらに，体の
Galois 拡大に対する正規底定理から，標準的
な全射 U(G)->U(G)/G はＧを Galois 群にもつ
Kの Galois 拡大の versal family であること
が従う． 
奇妙なことに逆Galois群の研究ではSerre

の議論が等閑視されて来たようであるが，諏
訪はSerreの議論を一般の環の上に一般化し
た．その中で，Serre が U(G)->U(G)/G を削っ
て Kummer 理論や Artin-Schreier-Witt 理論
を導き出した手法を sculpture problem とし
て定式化し，それに正規底の versal family
の存在を問う embedding problem を付け加え
て，議論を整備した ([11][13])． 
Serre の議論を一般の finite flat group 

scheme に定式化することは興味深い問題で
あろう．しかし，Hopf 代数を環論の枠組みの
中で研究する学派がHopf-Galois拡大の理論
を展開し，その中で cleft 拡大の概念が古典
的な Galois 理論における正規底をもつ
Galois 拡大の一般化として重要な研究課題
であることを，筑波大学の増岡彰教授からご
教示いただいた． 
 
２． 研究の目的 
 本研究では，(1) 全射 U(G)->U(G)/G の解
析を一般の環，特に整数環の上で進める，(2) 
一般の finite flat group scheme に対して
Serre の議論を定式化する，この二つが大き
な目的であった． 
(1)に関しては，group scheme U(G)の構造

は，G が巡回群である場合でさえ，体の上で
の考察に比べて整数環の上での考察ははる
かに晦渋である．研究課題「クンマー理論を
巡って，群スキームの観点から」で得られた
結果にさらに実例を加える． 

また，(2)に関しては Hopf-Galois 理論に
おいて重要な概念であるcleft拡大を代数幾
何学の枠組みで定式化する． 
 
３． 研究の方法 
 基本的には「クンマー理論を巡って，群ス
キームの観点から」から研究手法は一貫して
いる．扱っている対象からすれば当然である
が，一般の環の上の group scheme の様々な
先行結果，例えば Demazure, Gabriel 共著の
浩瀚なモノグラフ Groupes Algebriques で論
述されている基本事項は不可欠の道具立て
であった． 
さらに，generic fiber が乗法型，special 

fiber が unipotent であるような離散付値環
の上の commutative group scheme を扱う必
要もあるが，これについては， Kummer 理論
と Artin- Schreier-Witt 理論を統合する理
論に関する，関口力教授と諏訪が共同で進め
て来た共同研究での様々な結果が重要な道
具立てを提供した．関口教授と諏訪の共同研
究の先行するものとして，Waterhouse と
Weisfeiler による離散付値環の上の group 
scheme の研究は重要であり，本研究にも影響
を及ぼしている． 
また，竹内光弘，土井洋，増岡彰に代表さ

れる Hopf 代数の学派による Hopf-Galois 拡
大の研究においては，専ら体の上で議論して
いるが，環として非可換である Hopf 代数ま
で扱っている。したがって，その手法を直接
取り入れることはできないが，概念構成の発
想を学ぶことは出来た． 
 
４．研究成果 
(1) 論文[14]の過半の結果は研究課題「クン
マー理論を巡って，群スキームの観点から」
において得ていたが，本研究の一環としてさ
らに考察を進め，公表に至った． 
G が巡回群の場合，Kummer 理論や Artin- 

Schreier理論，Kummer-Artin-Schreier理論，
さらに，quadratic-twist Kummer 理論，
quadratic-twist Kummer-Artin-Schreier 理
論については，論文[11]において徹底的に議
論していた．また，Artin-Schreier- Witt 理
論については，論文[13]において徹底的に議
論していた． 
さて，論文[14]では東京理科大学の木田将

成教授が研究の基礎を築いた algebraic 
torus に対する Kummer 理論について，就中，
norm torusに対するKummer理論([5])とWeil 
restriction に対する Kummer 理論([6])につ
いて，正規底の存在問題を絡めて，考察を進
めた．一つの成果として，norm torus に対す
る Kummer 理論と Weil restriction に対する
Kummer 理論との差異が，木田教授の研究では
あまりはっきりとはしていなかったが，正規
底の存在問題を通して明確になったことが
挙げられよう．体の Galois 拡大に対して正
規底が存在することは古典的な結果である
ので，正規底の存在問題は一般の環の上で議



論して初めて意味を持つ．木田教授による
algebraic torus に対するKummer 理論は体の
上に限定して考察されており，ここで一般の
環の上で議論した効用の一つが認められよ
う．また，木田教授による先行研究を isogeny 
problem として捉え直し，議論を大幅に簡略
にすることが出来た． 
論文[14]の内容の一部は察して研究課題

「クンマー理論を巡って，群スキームの観点
から」の下でも，日本における研究集会で講
演し，さらに，邦文での論説を書いていた．
それに結果を加え整理して，学術雑誌に投稿
したのであるが，丁寧に査読していただき，
推敲をさらに進めることが出来たのは幸運
であった． 
さらに，本研究期間中に木田氏が norm 

torus や Weil restriction に対する Kummer
理論を一般化して，relative norm torus に
対する Kummer 理論として考察を進めておら
れることを知る機会があった．relative norm 
torus に対する Kummer 理論も，諏訪による定
式化ではより簡潔になり，さらに(Q)型の
algebraic torus に対するKummer 理論を考え
ることによって本質が明らかになることに
気付いた．概略は昨年 10 月に大分大学で開
催された大分整数論研究集会において発表
した．経緯から木田氏との共同研究の形で発
表することにした．ただ，見解の相違があっ
て，順調に共同研究が進んでいるとは言い難
いが，論文としてまとめるべく推敲を進めて
いるところである． 
 
(2) 一般の finite flat group scheme に対
してSerreの議論を定式化することについて，
研究課題「クンマー理論を巡って，群スキー
ムの観点から」の下で Group algebras and 
normal basis problem との題名で論文にまと
め，中央大学リポジトリのウェブサイトで公
開した．その後，学術雑誌に投稿し，論文[15]
として公表されるに至った． 
Serre の議論では有限群 G の群環の可逆な

元のなす乗法群を代数群あるいは group 
scheme として考えるのが議論の鍵であった
が，A. Alvarez, C. Sancho, P. Sancho の共
著論文[1]で group scheme に対して群環の相
当する ring scheme が構成されていて，それ
を用いれば，一般のfinite flat group scheme 
G に対して group scheme U(G)が定義される
ことが分かった．G が有限群の場合，U(G)は
元々の U(G)と一致する．さらに，自然な全射
U(G)->U(G)/G は group scheme G に対する
cleft Hopf-Galois 拡大の versal family で
あることも示した．G が有限群である場合，
group scheme G に対する cleft Hopf-Galois
拡大は G を Galois 群とする正規底をもつ
Galois 拡大に他ならない．したがって，[15]
では Serreの議論の自然な一般化を得たと言
えよう． 
この結果を増岡彰教授に知らせたところ，

Hopf-Galois 理論における研究動向を教えて

いただいた．そこで幾つかの文献に目を通し
たところ，竹内充弘教授が論文[16]において，
体の上ではあるが非可換な Hopf 代数の場合
も含めて，U(G)に相当する Hopf 代数を構成
していたことが分かった．逆に言えば，Hopf
代数が可換な場合に限るとしても，[15]は竹
内教授の研究の代数幾何的な解釈を与えて
いることになる． 
幸いなことに査読者に恵まれ，記述をより

明晰にすることが出来た． 
この研究については，昨年９月につくば国

際センターで開催された国際研究集会「Hopf 
Algebras Conference in Tsukuba」で総合報
告を講演する機会を得た． 
 
(3) 諏訪は研究課題「クンマー理論を巡って，
群スキームの観点から」における研究の主要
な結果の一つとして，「標数 p>0 の環の不分
岐 pn次巡回拡大は正規底をもつ」ことを示し
た  ([13]) ． こ れ は Witt vector と
Artin-Hasse exponential series を使う，い
ささか大掛かりな証明であった．ところが，
茨城大学の市村文夫教授は[3]で「標数 p>0
の一変数関数体の整数環の不分岐 pn 次巡回
拡大は正規底をもつ」ことを簡潔な議論で正
規底を実際に構成することによって示され
た．市村教授の議論を精査すると，一般の環
に関しても適用する議論であることが判明
した．この作業の中で，「標数 p>0 の環の不
分岐 pn次 Galois 拡大は正規底をもつ」こと
を示すことができた． 
 
(4) Mazur, Rubin, Silverbergの共著論文[8, 
Remark 5.11]で言及されている twisted 
group scheme の一例である algebraic torus
に対して拙論[14]で sculpture problem と
embedding problem について議論した．その
時に，[8]では体の上に限定して議論を進め
ているため，一般の環の上で彼らの結果が正
しいか確認する必要があった．[8]の手法は
covariant methodであったが，contravariant 
method を採用することによりこの問題は解
決できた．algebraic torus に対する Kummer
理論の研究に副産物とも言える結果である． 
 なお，小出/関口は[7, Theorem 6.1]にお
いて，不必要な仮定を付しているにしても， 
multiplicative group scheme Gmに対して[8] 
の結果を一般の環の上に一般化している．証
明の方法は[8]に従っている．ただ，奇妙な
ことに[7]では参考文献に[8]を挙げながら，
[8, Remark 5.11]には一切言及していない．
また，関口/戸田は[9, Theorem 3.3]におい
て，不必要な仮定の下ではあるものの，興味
深い algebraic torus の完全列を得ている．
しかしながら，その証明には不備がある． 
 [8]の結果を一般の環の上で証明するため
に考案した contravariant method を用いれ
ば[9, Theorem 3.3]は瞬時にして得られる．
[9]の誤りは著者たちが責任をもって対処す
ることとして，摩擦が起きなないように論文



を公表する方策を思案しているとことであ
る． 
 
(5) 島根大学の青木美穂准教授にLucas数列
に関する R. R. Laxton の論文「On groups 
linear recurrence, I」を教示いただいた．
この論文は半世紀以上前に出版されたもの
のそれ程注目を浴びず，青木准教授がようや
く発掘された仕事であるような印象を受け
ている．この論文を精査したところ，諏訪が
[10][12]で用いた手法およびそこで得られ
た結果が見事なくらいに適用できることが
分かった．そして，Lucas 数列に関する M. 
Ward，Laxton，青木/酒井悠帆による結果が，
affine group scheme の言葉を用いることに
よって，整理され一般化されることを示した．
言い換えれば，数式の計算に埋もれた Ward
や Laxton の議論の本質が明らかにした．こ
の結果は本研究課題とは直接の関係はない
が，本研究で用いている手法の有用性を示す
ものであろう．思いがけない展開であったけ
れど，青木准教授との共同研究を立ち上げる
ことにした． 
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