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研究成果の概要（和文）：２次ジーゲルモジュラー群の合同部分群に関する正則ジーゲル保型形式について、無
限積表示を持つための条件を考察した。そのために、様々なレベルを持つ保型形式のファミリーを考え、それら
が満たすある対称性（一般化された積対称性）を導入した。さらに、無限積表示を持つ保型形式のファミリー
が、一般化された積対称性を満たすことを示した。また、ヤコビ形式についても、同様の問題を考察し、無限積
表示を持つ条件と一般化された積対称性の関連について考察した。
　正則２次ジーゲル保型形式のうち、斎藤-黒川リフトとBorcherds積の双方を兼ねているものは、井草モジュラ
ー形式に限ることを証明した。

研究成果の概要（英文）：We investigated on a condition for Siegel modular forms on congruence 
subgroups to have  infinite product expansions. We define a notion of “generalized multiplicative 
symmetries” for a family of automorphic forms on various levels. We furthermore show that a family 
of automorphic forms with infinite product expansions satisfies generalized multiplicative 
symmetries. We also considered a similar problem for Jacobi forms and investigated a relation 
between infinite product expansions and generalized multiplicative symmetries.
 We show that a Siegel modular form of degree 2 of level 1 which is simultaneously anSaito-Kurokawa 
lift and a Borchers product is a constant multiple of the Igusa modular form.

研究分野： 整数論
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１．研究開始当初の背景 
 Borcherds 積は、無限積で表される保型形
式であり、零点や極が明示的にわかるという
意味で極めて特異な保型形式である。
Borcherds 積は、Borcherds が有限単純群と
保型形式のあいだの不思議な関係に関する
モンスター予想を解決する過程で発想され
たものと考えられる。また、カッツ・ムーデ
ィ・リー環等の無限次元 Lie 環の表現論にお
ける分母公式は、無限和と無限積を結びつけ
る公式であるが、ある場合には保型性を持つ
ことが知られており、このようなものは、し
ばしばBorcherds積として捉えることができ
る。これら以外にも、Borcherds 積は、算術
幾何や数理物理学（超弦理論等）など様々な
分野の数学と深い関係を持つに至り、数学の
対象として、極めて重要なものと考えられる。   
 Borcherds 積が保型形式全体の中でどのよ
うな特性を持つものとして特徴付けること
ができるかは、Borcherds 積の理論において
基本的問題である。この問題に対する最初の
試みは、Bruinier によって行われ、Borcherds
積を、因子が Heegner 因子（2 次多項式の零
点集合）の整数係数和として書ける保型形式
として特徴付けた。この代数幾何的な特徴付
けは、美しい結果であるが、具体的な保型形
式に対して、この判定基準を確かめるのは一
般に困難であり、より保型形式論的な定式化
で、数値的なチェックがしやすい特徴付けが
望まれていた。科学研究費基盤（C）「多変数
保型形式の数論的不変量と保型 L 関数の研
究」（平成 23年度-平成 25年度）の援助を受
けた研究（B. Heim 氏との共同研究）におい
て、研究代表者は、レベル１のフルモジュラ
ー群に関する正則な保型形式がある対称性
（積対称性）を満たすことと、その保型形式
がBorcherds積であることは同値であること
を示した。積対称性は、数値的なチェックが
比較的簡単にでき、応用として、2 次ジーゲ
ル・アイゼンシュタイン級数が Borcherds 積
ではないことを示すことができた。この結果
を様々な方向へ一般化することが、次の課題
であった。一般化の方向としては、極を持つ
有理型保型形式の場合に考察することと、レ
ベルが2以上の合同部分群上の保型形式を考
察することの２つが考えられていた。 
 
２．研究の目的 
 正則では無く極を持つ有理型の保型形式
の場合に、Borcherds 積が積対称性によって
特徴付けられることを示すことが研究当初
の目的だったが、正則で無いため、保型形式
の定義域全体ではフーリエ展開できないな
どの困難が生じ、現在のところ、適切な研究
方法が見つかっていない。もうひとつの興味
深い一般化として、合同部分群上の正則保型
形式について、Borcherds 積を適切に定義し、
それらを新たな積対称性によって特徴付け
ることを目的とした。また、関連して、ヤコ
ビ形式についても、同様の課題を考察するこ

とを目的とした。ヤコビ形式の場合は、無限
積として表示されるものの重要な例として、
アフィンリー環論の分母公式として表され
るヤコビ形式があり、分母公式と対称性の関
係を究明することは興味深い課題である。 
 一方で、数理物理学においては、同時に斎
藤・黒川リフトであり、かつ Borcherds 積で
あるものがしばしば考察されており、超弦理
論に重要な役割を果たす。このようなものと
して、井草モジュラー形式が Gritsenko - 
Nikulin によって知られていたが、レベル１
のフルモジュラー群上の保型形式でこのよ
うな性質をもつものがこれ以外にも存在す
るかどうか調べることも目的とした。 
 
３．研究の方法 
 合同部分群上の正則な2次ジーゲル保型形
式について、Borcherds積の理論が青木−伊吹
山によって考察されている。Borcherds 積が
満たす積対称性を考察するには、ある合同部
分群上の保型形式を単独で考えるだけでは
不十分であり、うまくいかない。この困難を
克服するために、保型形式のファミリー
（様々なレベルの合同部分群上のもの）を導
入し、それらについて、Borcherds 積のファ
ミリーと、ファミリーのメンバーの間の積対
称性を定義するという新しいアイデアに基
づいて研究を進めた。また、並行して、ヤコ
ビ形式についても、様々なレベルを持つヤコ
ビ形式のファミリーについて、無限積表示を
持つことと、ある種の対称性との関連につい
て研究を進めた。 
 さて、斎藤-黒川リフトである保型形式は
そのフーリエ・ヤコビ展開係数がある漸化式
を満たす。一方で、Borcherds 積である保型
形式は、そのフーリエ・ヤコビ展開係数の商
がある漸化式を満たす。この２つの異なる漸
化式を組み合わせることによって、同時に斎
藤-黒川リフトであり、Borcherds 積であるも
のについて、研究を行った。 
 
４．研究成果 
（１）様々なレベルを持つヘッケ型の合同部
分群上の正則な2次ジーゲル保型形式のファ
ミリーについて、一般化された Borcherds 積
のファミリーの適切な定義を与えることが
できた。すなわち、Dを 1以上の整数とし、D
の約数 sをレベルに持つ概正則ヤコビ形式( 
定義域では正則であるが、カスプでは極を許
すもの）のファミリー{g(s)}が与えられたと
き、g(s)のフーリエ展開係数を積因子の指数
に持つような無限積のファミリー{f(s)}を
構成することができる。f(s)はレベル sの保
型性を持つことを示すことができる。ファミ
リー{f(s)}を、ヤコビ形式のファミリー
{g(s)}に付随するBorcherds積のファミリー
という。青木-伊吹山の論文には、レベル２
のヘッケ型の合同部分群上の正則2次ジーゲ
ル保型形式のなす環の生成元のいくつかが
無限積表示を持つことが示されているが、上



記の構成の応用として、それら以外にも青木
-伊吹山の論文で述べられている生成元の中
に無限積表示を持つものがあることを示す
ことができた。 
（２）D を 1 以上の整数とし、D の約数レベ
ルsを持つ2次ジーゲル保型形式f(d)のファ
ミリー{f(s)}を考える。本研究において、フ
ァミリー{f(s)}に対する一般化された積対
称性を導入した。一般化された積対称性とは、
f(s)たちに対して 2通り定義される Hecke 作
用素型の作用に関して等式が成り立つとい
う対称性である。より具体的には、 
     Πf(as)((az+b)/d,w,z’)= 
     ε(p)Πf(as)(z,w,(az’+b)/d) 
(ε(p)は零でない複素数、ad=p, b=0,1,・・・, 
d-1)という等式がすべての素数pに対して成
立するとき、ファミリー{f(s)}は一般化され
た積対称性を満たすという。 
 主要な結果として、ファミリー{f(s)}は一
般化された積対称性を満たすならば、f(s)の
フーリエ・ヤコビ展開係数の商たちが、ある
漸化式を満たすことを示した。また、（１）
で述べたBorcherds積のファミリーが一般化
された積対称性を満たすことを証明するこ
とができた。この判定法の利点は、合同部分
群上の保型形式のファミリーが一般化され
たBorcherds積になるかどうか調べるする場
合に、一般化された積対称性を満たすかどう
か数値的に検証しやすいということである。
実際、この手法を用いて、青木-伊吹山の論
文で述べられている生成元の中に無限積表
示を持たないものがあることを示した。 
（３）ベクトル系（格子上のコンパクトなサ
ポートを持ち、かつある対称性を満たす関
数）のファミリーに対し、無限積のファミリ
を構成し、それらが様々なレベルを持つヤコ
ビ形式のファミリーになることを示した。 
（４）様々なレベルを持つヤコビ形式のファ
ミリーについて、（２）で述べたものに類似
する一般化された積対称性を導入した。（３）
のヤコビ形式のファミリーが一般化された
積対称性を持つことを示した。 
（５）捻られたアフィンリー環の分母公式と
して表されるヤコビ形式について、（３）で
述べたヤコビ形式のファミリーのメンバー
になることを示した。このファミリーの他の
メンバーが、元の捻られたアフィンリー環と
いかなる関係を持つか研究することは興味
深い問題である。 
（６）レベル１，重み 10 の 2 次ジーゲル尖
点形式は、井草モジュラー形式と呼ばれ、多
変数保型形式の理論や代数幾何学に加えて、
超弦理論等の数理物理学においても重要な
役割を果たしている。たとえば、超弦理論の
様々モデルにおいて、ある物理状態の状態数
の母関数として現れる。本研究では、レベル
１の 2 次ジーゲル尖点形式のうち、斎藤-黒
川リフトかつ Borcherds 積であるものは、井
草モジュラー形式の定数倍に限ることを示
した。 

（７）2 次四元数ユニタリ群上の保型形式に
おいては、正則性の概念はないものの、コホ
モロジカルな表現に対応する興味深い保型
形式の系列が存在し、正則性に近い様々な性
質を持つ。このような保型形式で、斎藤-黒
川リフトに類するものがあるか研究してお
り、フーリエ展開を直接与えるという手法で
候補を与えたが、最終的結論には至っていな
い。 
 以上述べた結果（１）—（６）は、研究協
力者の B. Heim 氏との共同研究である。また、
結果（７）は連携研究者の成田宏秋氏との共
同研究である。 
 さて、Bruinier は、有理型保型形式が
Borcherds 積を持つことと、因子が Heegner
因子の整数結合で表されることが同値であ
ることを解析的な手法で示している。
Bruinier は、最近の論文において、本研究の
応用として、上記の代数幾何学的特徴付けに
関する結果が比較的簡単に導けることを示
した。これは、Borcherds 積の理論において、
積対称性が本質的であることを示唆してい
る。 
 今後の課題は、積対称性を満たす合同部分
群上の正則な2次ジーゲル保型形式のファミ
リーがBorcherds積になることを示すことで
ある。また、これらの結果を、一般の符号
(2,m)の直交群について一般化することも重
要な課題である。また、合同部分群上の斎藤
-黒川リフトに関しては、伊吹山氏等による
研究があるが、合同部分群上の斎藤-黒川リ
フトをある種の対称性（和対称性）を持つ保
型形式として特徴付けることは、保型形式論
の重要な課題である。 
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