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研究成果の概要（和文）：整数論における重要な研究課題である「ディリクレ級数の解析」および「それに関連
する話題」について取り組んだ。特にそれらのなかでも「(1)リーマンゼータ関数の微分の積に関する近似関数
等式の導出」「(2)ディリクレ級数の微分化の積を生成関数にもつ数論的関数の和公式の誤差項の表示公式、お
よび誤差項の非自明な評価の導出」「(3)種々の誤差項の切断型ヴォロノイ公式、および平均値定理の導出」に
ついての結果を残した。

研究成果の概要（英文）：We study the analytic properties of Dirichlet series and its related topics,
 which are considered as one of the most important problem in number theory.In particular, we derive
 (1) approximate functional equations of the product of derivatives of the Riemann zeta-functions 
(2) representation formulas of number-theoretic error terms related to the summation formula of the 
arithmetical function whose generating function is related to derivatives of some Dirichlet series, 
and non-trivial estimates of these error terms (3) truncated Voronoi formulas and mean value 
theorems for several number-theoretic error terms. 

研究分野： 解析的整数論

キーワード： ディリクレ級数　近似関数等式　ガウスの円問題　周期的ベルヌーイ関数　数論的誤差項
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
ディリクレ級数および関連する話題の研究
は整数論における重要な研究課題の１つで
あり、多くの興味深い結果が残されている。
例えば、「解析接続等の解析的性質の考察」
「特殊値の計算」「種々の平均値定理および
その周辺への応用」などとその活躍の分野は
多岐に渡る。特に、平均値定理への応用、お
よび、対応するディリクレ級数の研究・多重
ゼータ関数および多重 L-関数の特殊値の計
算等の研究は古典的な問題設定ながら現在
でも活発に研究がおこなわれている重要な
分野である。このような状況の中、現在まで
の手法および結果を新たなる対象へと適用
することを目的にし、また、現在得られてい
る結果の改良・別解釈を目指すことをも目標
とし本研究を始めるに至った。 
 
２．研究の目的 
 
ディリクレ級数そのものの研究や関連する
平均値定理の研究の重要性は前項で取り上
げているが、本研究課題ではその中でも特に 
 
（１）ディリクレ級数の性質の解析 
（２）関連する平均値定理の研究 
（３）その他、誤差項の挙動・平均値定理の
研究 
 
を３つの目標として設定する。具体的内容を
以下に記す： 
 
（１）ディリクレ級数の性質の解析：本研究
課題では特に「誤差項を係数にもつディリク
レ級数の性質」「既存の結果、および関連項
目の改良の可能性」の考察に取り組む。現在
までの結果はディリクレの約数問題の誤差
項を係数にもつディリクレ級数、ガウスの円
問題における誤差項を係数にもつディリク
レ級数の解析的性質の考察・それをもとにし
た平均値定理の考察が行われている。それら
を踏まえて、一般的な数論的誤差項を係数に
もつディリクレ級数の性質の解析を１つの
目標として取り組むことを計画する。また、
リーマンゼータ関数に対して、過去に得られ
ている結果の見直し・改良またはその可能性
の考察も行っていく計画をたてる。 
 
（２）関連する平均値定理の研究：過年度の
研究において、リーマンゼータ関数の微分を
生成関数にもつ約数問題における誤差項の
表示公式・上からの非自明な評価を、本研究
代表者・連携研究者の共同研究の中で得てい
る。また、誤差項の平均値定理も連携研究者
によって考察されている。これらの結果は古
典的な約数問題の拡張になっており、古典論
における結果の一部を含むような結果にな
っている。本研究課題においては、これをさ
らに一般化した物を得ることを目標にして

いく。具体的には、上述の理論を「円問題の
微分化」に応用し、平均値定理を導くことを
研究目的と設定する。 
 
（３）その他、平均値定理の研究：（２）で
述べた「約数問題の微分化」を一般化し、特
に「ガウスの円問題および一般約数問題の微
分化」に応用をしていくことを目標として設
定する。具体的には「誤差項表示公式の導出」
を行いそれを応用、例えば「非自明な上から
の評価」等を導くことを目標とする。 
 
３．研究の方法 
 
基本的な方針は「過去において使用されてい
る手法・公式を新しい対象へと適用し研究を
遂行する」「現状の方針・公式の適用の可能
性の考察」または「新しい手法・公式の導出
を行い、それらを適用し結果を導く」ことで
上記の問題設定に取り組んでいく。各目標に
対する具体的な方針を以下に記す： 
 
（１）ディリクレ級数の性質の解析：本研究
課題においては、種々のディリクレ級数の解
析に取り組んで行きたいとは思うが、特に 
「誤差項を係数にもつディリクレ級数の解
析」「リーマンゼータ関数の微分に関する近
似関数等式の導出」に力を入れてみたい。こ
れは、既存の結果が得られた時代から現在ま
での理論の発展を元に、過去に得られたもの
を改良する・新たなる対象へと理論を応用す
る、またはその可能性を考察する、というこ
とを目標にしたものである。 
 
（２）関連する平均値定理の研究：生成関数
の微分化に対する約数問題、の一般化として
古典的な「ガウスの円問題」における生成関
数の微分を行って生じた数論的関数の和の
漸近公式より生ずる誤差項の二乗平均を導
出することを行う。これについては古典的な
手法、すなわちペロンの公式および生成関数
の種々の性質を利用しいくつかの積分を変
形していくという手法をとる。この手法は連
携研究者の南出氏が「ディリクレの約数問題
の微分化」における誤差項の漸近公式を導出
したときに用いた手法であるが、今回はより
複雑になることが予想され、新しい公式・手
法等の開発が必要になることが求められる。 
 
（３）その他、誤差項の挙動・平均値定理の
研究：生成関数の微分化に関しては過去の連
携研究者の研究・過去の連携研究者との共同
研究、等にて取り上げられているが、本課題
においてはそれらをさらに拡張し、それを更
なる問題へと応用していくことを目標とし
て取り上げる。具体的には、一般的な設定に
おいて生成関数の微分化に付随して生じる
数論的関数の和の漸近公式より生ずる誤差
項の周期的ベルヌーイ関数を用いた表示式
を導出する。さらに応用として、それを用い



て誤差項の非自明な評価を導出することを
行いたい。この場合も過去における連携研究
者との共同研究で用いられた手法を元に公
式の導出を行う、または、それを元に必要に
応じて新たなる公式を導きながら研究を遂
行することを行っていく。また、約数問題の
別方向の応用として、約数関数を変形した関
数、通称「制限つきの約数関数」を導入し、
その和の漸近公式における誤差項の二乗平
均を研究の対象としていく。この場合も古典
論における理論を元に必要に応じて新たな
る公式を導出していく、と言う方針にて研究
を遂行するように計画をしたい。 
 
 
４．研究成果 
 
本研究課題で得た結果は大きく分けて以下
の４つに分類される。以下のそれらの概要を
記すが、いずれも連携研究者との共同研究に
おける結果である： 
 
（１）ゼータ関数の微分に関する近似関数等
式の導出：リーマンゼータ関数のその微分の
種々の積に関して近似関数等式を導出すこ
とに成功した。これらは過去において得られ
た近似関数等式の誤差項の改良になってい
る。これらを導くためには、過去に得られた
手法をもとに、約数問題の微分化等の最近の
研究で得られた手法・公式を利用しそれらを
精密化したものを適用することを行ってい
る。 
 
（２）ガウスの円問題の微分化に対応する平
均値定理の導出：古典的なガウスの円問題の
生成関数はリーマンゼータ関数と４を法と
する指標に付随する L関数の積であるが、そ
れらの微分を乗じたときに生ずるディリク
レ級数の係数に関する和公式を考え、その公
式中の誤差項の切断型ヴォロノイ公式と二
乗平均の導出を行った。その方法は連携研究
者の南出氏の微分約数問題における手法を
基にしたものであるが、この場合は既存の結
果の適用だけでは研究は遂行されずに新た
なる積分公式・和公式の導出も必要になりそ
れらを適用することにより結果を得ること
に成功した。 
 
（３）古典的約数関数の拡張における和公式
の誤差項の平均値定理：リーマンゼータ関数
の微分と一般的なディリクレ級数の積より
生ずる数論的関数の和公式における誤差項
の周期的ベルヌーイ関数での表示式を導出
した。これは、オイラー・マクローリンの和
公式や Partial summation などの、約数問
題の微分化における過去の研究の手法を適
用して得られた結果であるが過去の研究と
は違って一般的な設定のまま計算を突き進
めているため途中でディリクレ級数の係数
に関する種々の仮定が必要になる場面が出

てくるのであるがその仮定は、既存の、ある
種のディリクレ級数の性質と矛盾すること
はなく自然な仮定であることが分かる。それ
らの結果の応用として、円問題の微分化と一
般約数問題の微分化における誤差項の非自
明な評価の導出に成功した。特に、一般約数
問題に関しては、その問題中におけるある定
数 a と指数対 (κ, λ) の３つの数の大小
により場合分けされるという結果になるこ
とが分かった。また、微分の階数はその場合
分けには影響してこないこともあわせて分
かった。  
 
（４）条件付きの、ある種の数論的関数の和
についての解析：約数関数（自然数 n の約
数の個数）の和公式における誤差項を考える
のが通常の約数問題であるが、その約数関数
を「ある範囲に入る約数のみ」に制限して数
え上げる数論的関数を定義し、その和公式・
和公式における誤差項の二乗平均を考えそ
れらを導いた。そこでの手法は連携研究者の
谷川氏が過去において発展させた理論を用
いているが、周期的ベルヌーイ関数を含む和
公式から切断型ヴォロノイ公式も導き、それ
を古典論における理論に当てはめることに
より目標物を得ると言う手法である。また、
メビウス関数の和公式に条件を付した場合
の和に関しての漸近公式の別証明を与える
ことに成功した。これは生成関数の性質を利
用しペロンの公式を用いて証明したもので
あり、過去において与えられた方法の別証明
を与えている。 
 
---以上が本研究課題で得られた主な結果で
あるが、目標「誤差項を係数にもつディリク
レ級数の性質の解析」の考察については、本
研究課題の期間中には満足な結果が得られ
ず、成果をまとめあげることはできなかった。
これについては今後の課題として設定を行
いたい。 
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