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研究成果の概要（和文）：カステルヌボー・マンフォード正則量は射影多様体の定義多項式のシジジーを制御す
る重要な代数的不変量の一つである。本研究においては、正則量を多様体の次元、次数、余次元および線形k-ブ
ックスバウム性で制御する結果を得た。また、正則量の手法を多重射影空間上のベクトル束の問題に応用し、ホ
ロックス型のベクトル束の分裂判定法を得た。

研究成果の概要（英文）：The Castelnuovo-Mumford regularity is one of the most important invariants 
measuring the complexity of the defining ideal of projective variety. Our research have obtained an 
upper bound of the regularity in terms of dimension, degree, codimension and linear k-Buchsbaumness 
of a projective variety, and have also obtained Horrocks-type splitting criteria for vector bundles 
on a multiprojective space.

研究分野： 代数学（環論・代数幾何学）

キーワード： 代数幾何　可換環論　射影多様体　シジジー　Castelnuovo-Mumford
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研究成果の学術的意義や社会的意義
射影多様体の定義多項式のシジジーを制御する問題は、ヒルベルトのシジジー定理に始まり、アイゼンバッド・
後藤予想による幾何学的不変量による正則量の上限の記述につながっている。本研究は、環の性質と射影多様体
の分類を結び付けることを目指したものである。また、ベクトル束の分裂判定法は1970－80年代のテーマである
が、正則量の手法から新たな視点を開いていく意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。
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１．研究開始当初の背景 
 
射影多様体のカステルヌボー・マンフォード正則量の上限を制御する問題は、1980 年代にアイ
ゼンバッド・後藤により提示された Regularity 予想を中心に研究が行われてきた。射影曲線、
非特異代数曲面（標数０）の場合は 1980 年代に解決された。その後、射影多様体を低い次元の
射影空間に線形射影する方法（Generic Projection）を用いて、カクらはマザー理論を応用する
画期的な証明により、次元の低い非特異多様体の場合を解決した。これは 1990 年代のことであ
る。 
 
一方、ブックスバウム環の理論の応用としてのカステルヌボー・マンフォード正則量の上限の研
究は、シュツックラド・フォーゲルの論文に始まり、ホアによる予想を中心に研究が進められて
きた。ホア・宮崎の定理は重要な結果の一つであり、可換環の不変量を制御することで組み合わ
せ可換代数にも応用されてきた。しかしながら、正則量の上限の記述問題の理想的な解決には遠
く、目覚ましい結果は 1990 年代のホア・宮崎、ナーゲル・シェンツェル以降は見当たらない。 
 
代数幾何学の見地からの正則量上限の問題については、2010 年ぐらいから始まる野間・カクに
よる割線と正則量の研究は着目すべき研究である。本研究の代表者である宮崎は、今まで知られ
ていた正則量上限の射影多様体の分類を行い、最小次数の多様体・デルペッツオ多様体の因子と
なる多様体がある条件の下で正則量の上限もしくは上限の一つ下を満たすということを示した。 
 
MathSciNet で検索すると、2000 年以降、カステルヌボー・マンフォード正則量に関連した論
文が多く出版されている。組み合わせ論と可換環論に関連した方向では研究の進展が見られて
いる。しかしながら、出発点であるアイゼンバッド・後藤予想の周辺では、グルーソン・ラザー
スフェルド・ペスキンの論文、ラザースフェルドの方法、カクの論文が革新的だったこともあり、
2000 年以降はそれに対応する目覚ましい進展があったとは言えない。 
 
また、多重射影空間のカステルヌボー・マンフォード正則量についての基礎付けがマクラガン・
スミスらによって行われていた。バリコ・マラスピナが多重射影空間上のベクトル束の分裂判定
への応用についての結果を発表していた。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、射影多様体のカステルヌボー・マンフォード正則量の上限を制御するアイゼン
バッド・後藤予想に近づくべく、ホアによる k-ブッスバウム性を用いた予想の解明をすること
にある。つまり、射影多様体の座標環の中間次元のコホモロジーに関する不変量を用いて、環論
的な見地から正則量を制御し、射影多様体の分類を目指す、という構想である。できれば、割線
と正則量の関係および線形射影が及ぼす正則量の変化などにも目を向けて、幾何学的見地から
も正則量を広く考えていくことを目標にした。 
 
これと同時に、多重射影空間でのカステルヌボー・マンフォード正則量を研究するという方向を
考え、多重射影空間に現れる問題に応用することも目標にしていた。特に、多重射影空間上のベ
クトル束について、ホロックス型の判定法の研究については、研究開始当初からシジジーの手法
が有効であることがわかってきたので、これを用いて多重射影空間上のコホモロジーが比較的
単純なベクトル束の構造を決定することを目標にした。 
 
３．研究の方法 
 
射影多様体のカステルヌボー・マンフォード正則量とシジジーに関連した話題について、研究打
ち合わせを逐次行うことで研究を進めた。佐賀大学に在籍した時期は、研究分担者である寺井直
樹氏および岡田拓三氏と不定期に学内でセミナーを行った。2015 年にマラスピナ氏（トリノ工
科大、イタリア）から招聘があり、科研費を用いてトリノに滞在し、共同研究を行った。テーマ
は多重射影空間のカステルヌボー・マンフォード正則量およびウーリッヒ束であり、それまでの
お互いの研究結果を基に研究打ち合わせを行った。正則量の定義方法をいくつか考え、試行錯誤
をしたが多重射影空間のベクトル束の分裂についての結果を得た。また、マラスピナ氏はその後
熊本大学も訪れ、セミナーを行い、共同論文を完成させた。2017 年にはハノイ数学研究所での
国際研究集会に招待され、そこで講演を行った。カステルヌボー・マンフォード正則量の上限を
線形 k-ブックスバウムで記述するという結果であり、これまでの結果を一歩ではあるが進展さ
せたと思う。2019 年 11 月には、高知大学においてベクトル束の分裂について講演し、早稲田大
学においては射影多様体の正則量の上限についての研究報告を行った。いずれも参加者と研究
打ち合わせを行っており、特にベクトル束の研究については表現論的な方法を取り入れながら
研究を続けている。 
 



４．研究成果 
 
本研究においては、カステルヌボー・マンフォード正則量を線形 k-ブックスバウム性で上限を
記述する問題に取り組み、スペクトル系列を用いた方法で結果を得た。ホア氏（ハノイ数学研究
所）との 1995 年の共著論文の証明が簡明になることもわかった。これらの結果はハノイでの国
際研究集会で発表した。その後、k-ブックスバウム性の定義の修正なども含めて、元々のブック
スバウム環の研究に戻ることが重要と考えており、標準 k-ブックスバウムの新しい概念を研究
しているところである。 
 
一方、本研究において最も進展したのは、多重射影空間上のベクトル束の研究である。カステル
ヌボー・マンフォード正則量の手法を用いて、多重射影空間でのベクトル束の構造に関して、い
くつかの結果を得た。まず、多重射影空間でのカステルヌボー・マンフォード正則量を用いて、
バリコ・マラスピナのベクトル束の分裂判定について拡張する論文を発表した。射影空間上のコ
ーエン・マッコーレー加群に対応するベクトル束は、アウスランダー・ブックスバウムの定理も
しくはホッロクス判定法により、構造層の捩れの直和に同型になる。さらに、ブックスバウム性
を持つベクトル束は、後藤、チャンにより、微分形式の層に対応している。そこで、多重射影空
間に微分形式の層の引き戻しのファイバー積を考え、そのコーエン・マッコーレー性、ブックス
バウム性についての判定法を得た。これによって、多重射影空間上のベクトル束の環論的性質を
考えることができ、いくつかの興味深い例をつくることができた。また、マラスピナ氏との共同
研究において、多重射影空間上のベクトル束が微分形式の層の引き戻しのファイバー積になる
ためのコホモロジー判定法についての論文を出版した。 
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