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研究成果の概要（和文）：　３次元射影空間内の曲面は，局所的に４次元ベクトル空間内の中心アファイン極小
曲面から構成できることを示した．それがアファイン球面に展開可能な曲面になるための条件を調べた． ま
た，中心写像の像が原点を含む平面内にあるような中心アファイン線織面を決定した． 
　統計多様体について断面曲率を定義し，正則断面曲率一定の正則統計多様体内のＣＲ統計部分多様体が，ケー
ラー多様体内のＣＲ部分多様体と類似の性質をもつことをいくつか確認した．また，佐々木多様体や剱持多様体
を基礎多様体としてもつ統計構造を定式化し，興味深い例を発見した．

研究成果の概要（英文）：We showed that a nondegenerate surface in the projective 3-space is locally 
constructed from a centroaffine minimal surface in the 4-dimensional vector space. The condition for
 such a surface to be projectively applicable to an affine sphere was obtained. We determined a 
nondegenerate centroaffine ruled surface such that the image of its center map lies on a plane 
containing the origin. 
We defined the sectional curvature for a statistical structure, and found several properties of CR 
statistical submanifolds in a holomorphic statistical manifold of constant holomorphic sectional 
curvature, which are similar to well-known results for CR submanifolds in a Kaehler space form. We 
introduced notions of Sasakian statistical structure and Kenmotsu statistical structure, and gave 
their interesting examples. 

研究分野： 微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
 等積アファイン微分幾何学における重要
な研究対象である固有アファイン球面は，射
影微分幾何学の観点からは射影極小曲面で
あることがわかる．また，中心アファイン幾
何学の観点からは中心アファイン極小曲面
にもなっている．固有アファイン球面を含む
これら２つの重要な概念の共通部分につい
ては，それがかなり大きなクラスを形成する
ことが示され，その理解は重要な課題であっ
た． 
 一方，非固有アファイン球面も同じく古典
的な研究対象であるが，これはヘッセ多様体，
あるいは特別ケーラー多様体との密接な関
係が指摘されていた．特別ケーラー多様体は，
ケーラー多様体に平坦接続が付随したもの
であるが，この平坦条件を一般化した概念に
正則統計多様体がある．しかしながら，特別
ケーラー多様体ではない正則統計多様体の
興味深い例はよく知られていなかった．この
ような多様体の例および性質を調べること
は重要な課題であった． 
 
 
２．研究の目的 
 
諸分野に現れる特徴的な部分多様体をア

ファインはめ込みの微分幾何学を用いて再
定式化し，その性質を総合的に調べることを
目的とする．とくに， 
（１）射影微分幾何学：射影極小超曲面の中
心アファイン極小はめ込みを用いた特徴づ
け 
（２）統計多様体論：特別ケーラー多様体の
一般化のアファインはめ込みを用いた構成 
を中心に研究する． 
 
 
３．研究の方法 
 
テーマ（１）については，主に連携研究者

藤岡敦と協力して研究を遂行する．テーマ
（２）については，主に研究協力者長谷川和
泉と協力して研究を遂行する． 
毎年ワークショップを開催し情報交換の

機会とするとともに，本研究で得られた成果
を公表する役割を担わせる． 
 
 
４．研究成果 
 
テーマ（１）に関連して，次の成果を得た． 

① ３次元射影空間内の任意の非退化曲面
について，４次元等積中心アファイン空間内
の局所リフトとして，余次元２の中心アファ
イン極小はめ込みが存在することを示した．
ここで，リフトとは，ベクトル空間への余次
元２のはめ込みであり，射影により考えてい
る非退化曲面になるものをさす． 

 ３次元射影空間内の不定値曲面でアファイ
ン球面に展開可能なものは，４次元等積中心
アファイン空間内の局所リフトとしてアイ
ンシュタイン条件をもつものが存在するこ
とによって特徴づけられることを示した．さ
らに，４次元以上の射影空間の非退化超曲面
が，あるアファイン超球面と射影合同である
ための必要十分条件は，非退化超曲面のある
リフトの誘導する統計構造が定曲率である
ことを示した． 
 また，余次元２の中心アファインはめ込み
（余次元２の前正規化されたブラシュケは
め込み）について，その射影変形に関するい
くつかの等積中心アファイン不変量の変換
公式を得た． 
② 中心写像の像が原点を含む平面内にあ
るような中心アファイン線織面を決定した．
また，中心写像の像が曲線上にあるような中
心アファイン線織面を調べた．そのような例
が豊富にあることを示し，同一の中心写像を
もつ曲面の１パラメータ族を構成し，具体例
を図示した．ここで，中心写像は，中心アフ
ァインはめ込みに関して定義される写像で，
像が原点になる場合は，そのはめ込みが原点
を中心とする固有アファイン球面になる． 
③ １次元多様体から２次元アファイン空
間へのアファインはめ込みの研究を行った．
とくに，平面曲線に対してアファイン弧長パ
ラメータの定式化を研究した．すなわち，平
面曲線に対してアファイン変換で不変な弧
長という概念をどのように構成すべきかを
検討した．射影弧長パラメータの理解の深化
を目標とすると，各種の幾何学に付随する弧
長パラメータという概念を再考することは
価値がある． 
 
テーマ（２）に関連して，次の成果を得た． 

④ 統計多様体について断面曲率を定義し
た．これにより，既存の定曲率という概念（黒
瀬俊による）を拡張した新しい定曲率の定義
を得た．その新たな意味で定曲率となりかつ
以前の意味で定曲率ではないような統計多
様体の具体例を構成した．さらに，定曲率と
いう概念の複素幾何学版として，正則断面曲
率一定の正則統計多様体という概念を得た． 
 正則断面曲率一定の正則統計多様体内の
ＣＲ統計部分多様体について研究した．ＣＲ
部分多様体は，実超曲面や全実部分多様体等
を含む概念である．既存のケーラー多様体内
のＣＲ部分多様体論の研究を参考にし，それ
らがもつ性質と類似の性質をいくつか確認
した．上記の定式化をとると，既存の研究を
ＣＲ統計部分多様体について応用すること
が容易になるという利点がある．たとえば，
正則断面曲率一定の正則統計多様体のラグ
ランジュ部分多様体は，形作用素と双対形作
用素が可換ならば一定の断面曲率をもつこ
とを示した． 
⑤ 偶数次元の幾何学を考えると，前述のよ
うにケーラー多様体の統計多様体版として



正則統計多様体なる概念が既に得られてい
た（これは特別ケーラー多様体の一般化と理
解できる）．一方，奇数次元においては，佐々
木多様体が重要で活発に研究されている．
佐々木多様体の統計多様体版として，佐々木
統計多様体なる概念の定式化を行った．佐々
木統計構造は，従来の佐々木構造（正規概接
触計量構造）に適切なアファイン接続を付随
させたものである．奇数次元球面にあるアフ
ァイン接続を実際に構成して，佐々木統計多
様体の例を得た．統計多様体の意味のある例
としてコンパクトなものはあまり知られて
いなかったので，この例は貴重なものと言っ
てよい． 
 さらに，正則統計多様体の実超曲面に対し
て，いつ佐々木統計構造が誘導されるかを考
察した．リーマン多様体の超曲面論では，第
２基本形式と形作用素は等価な情報を持っ
ているが，統計多様体の超曲面論ではそれは
期待できない（アファインはめ込みの研究の
場合と同様な状況であるといってよい）．正
則統計多様体の実超曲面が佐々木構造をも
つための必要十分条件を第２基本形式と形
作用素のみたすべき条件として決定した．こ
のとき，正則統計多様体が正則断面曲率一定
とすると，佐々木統計超曲面もφ断面曲率が
一定となることを示した． 
⑥ 概接触計量多様体のよい例として剱持
多様体が知られている．この統計多様体版と
して剱持統計多様体なる概念を導入した．
佐々木統計多様体が奇数次元球面をその基
礎多様体とする例を含むことと対照的に，剱
持統計多様体は奇数次元双曲空間を基礎多
様体とする例を含む．剱持多様体はケーラー
多様体から直線との捩じれ積を取ることに
よって構成されることが知られているが，同
様な性質を考察するために統計多様体に関
する捩じれ積の概念の整備を行った．統計多
様体の捩じれ積については，統計多様体の例
を構成する上で応用が期待でき，重要である 
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