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研究成果の概要（和文）：本研究の主目的は，多様体のラプラス作用素とブラウン運動の一般化である「測度空
間の作用素及びマルコフ過程」の大域的理論と収束理論を発展させ，幾何学への応用をはかることである。それ
に関して研究期間全体を通して以下の成果を得た。（１）ディリクレ形式の保存則ならびに再帰性の決定（２）
多様体ならびにグラフの（L1とL2）リュービル性の特徴付け（３）多様体の一般化された保存則を定式化して，
それをリュービル性を用いた特徴付け（４）ラプラシアンの本質的自己共役性の確率論的を得た。これらで得ら
れた成果は研究課題を進展させ，さらに，測度空間の作用素とマルコフ過程論に関するいくつかの予想を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we aim to develop the global analysis of diffusion
 processes on measure spaces associated with some Markov processes. The main results in this 
projects are (1) conservation property and recurrence of general Markov processes in terms of Green'
s formula (2) Characterizations of Liouville type problems of Riemannian manifolds and graphs (3) 
Generalized conservation property of Brownian motion with killing inside and its characterizations 
(4) Probabilisitic characterization of the essential selfadjointness of the Laplacian of Euclidean 
space removed a compact set.

研究分野：幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 

（1）多様体のブラウン運動の大域的性質はあ

る種のグリーンの公式により特徴付けられる

ことが知られており，これをより一般のディ

リクレ形式に拡張することが求められていた。

（2）多様体のリュービル性については，完備

多様体のL2リュービル性，また，L1の場合に

ついては曲率条件しか知られておらず，その

ポテンシャル論的，確率論的な意味は不明で

あった。（3）ラプラシアンに対応する拡散方

程式の保存則はある種のリュービル性で特徴

付けられることがよく知られている。この特

徴付けはカシミンスキーテストと呼ばれる。

一方，ラプラシアンを一般化したシュレディ

ンガー作用素に対応する拡散方程式に対して

はカシミンスキーテストが成立しないことが

具体例から分かる。（4）多様体のコンパクト

集合が極であることと，また，そのコンパク

ト集合を取り除いた多様体で定義されたラプ

ラシアンに対してはマルコフ拡張の一意性が

成立すること，これら二つの条件が同値であ

ることは知られていたが，より一般の本質的

自己共役性の場合は不明であった。 

２．研究の目的 

本研究課題の目的は，多様体のラプラス作用

素とブラウン運動の一般化である「測度空間

の作用素及びマルコフ過程」の大域的理論と

収束理論を発展させ，幾何学への応用をはか

ることである。より具体的には基礎的かつ重

要だと思われる上述の4つの課題を解決する

ことを目標とした。 

３．研究の方法 
 

Grigoryan (ドイツ)や Lenz（ドイツ），村田

實を含む，本課題に関する国内外の研究者集

団との共同研究を行う。また，国際研究集会

を開催して，研究成果を報告する。  

４．研究成果 

 

主に以下の4つの成果を得た。 

（1）ディリクレ形式の保存則ならびに再帰性

の決定。本研究の主目的の一つは，マルコフ

過程と呼ばれる重要な確率過程のクラスの長

時間挙動における問題の解決にある。より具

体的には，基礎的かつ中心的問題である，マ

ルコフ過程の「再帰性」と「保存性」と呼ば

れる性質を調べ，さらに，それらの性質をマ

ルコフ過程が定義されている空間の無限遠の

幾何学で特徴付けを行うことを目標とした。

マルコフ過程の重要な具体例である，グラフ

及びリーマン多様体の乱歩及びブラウン運動

の再帰性とこれらの空間の無限遠における関

係については古来深い研究が行われており，

多くのことが知られている。特に，ベクトル

場及び関数に対するグリーンの公式の類似に

より様々な特徴付けがなされてきた。一方，

保存則の決定の問題は再帰性の問題よりも困

難であり，特に，グリーンの公式による特徴

づけは，A. Grigoryan and J. Masamune (2013) 

による重み付きリーマン多様体のブラウン運

動に対する結果しか存在しない。従来の研究

はマルコフ過程の長時間挙動が空間の無限遠

の幾何学と密接に関連することを示唆するが，

そこにおける議論においてはグラフ及びリー

マン多様体の空間としての特徴が本質的に用

いられており，それらの手法をより一般の空

間で展開することは不可能である。すなわち，

一般的な状況においては，マルコフ過程の再

帰性及び保存性が，それが定義されている空

間の無限遠の幾何学で特徴付けされるかは不

明であった。本研究はこの問題を追及し，非

常に一般的な状況で先ずグリーンの公式を定

式化し，さらに，それを用いてマルコフ過程

の再帰性と保存性を空間の無限遠の幾何学で

特徴付けた。この研究で得られた結果は，D. 

Lenz etalとの共同研究として論文にまとめ

られ，Calculus of Variations and PDEsから

出版された。 



（2）本研究の主目的の一つは，多様体のある

点からスタートしたブラウン運動が無限遠に

到達する時間の期待値(torsion function )

と多様体の無限遠における幾何学と解析の関

係を明らかにすることである(Alexander 

Grigoryanと村田實との共同研究)。一方，L1

リュービル性はその意味が不明であった。こ

の研究ではこの問題を追及し，torsion 

function による，正の値を持つ調和函数のL1

リュービル性の特徴づけ，エバンス・ポテン

シャルによる正と負の値を持つ調和函数のL1

リュービル性の特徴づけを行なった。また，

L2リュービル性の物理的意味を追及した。上

述した研究により，L1リュービル性がブラウ

ン運動の無限遠における振る舞いと密接に関

係していることが分かったが，本研究では，

L2リュービル性はラプラシアンの本質的自己

共役性，すなわち，量子力学における基本的

概念と密接に関係することが明らかになった

(Radek Wojciechowskiとの共同研究)。従来の

S.T-Yauなどによる研究から，完備多様体はL2

リュービル性を満足し，また，ラプラシアン

は本質的自己共役性であることが独立した研

究により知られていたが，本研究ではそれら

の間の直接的な関係を明らかにした。  

（3）ディリクレ形式の長時間挙動の重要な問

題は保存則の決定である。ディリクレ形式は

ポテンシャル項を持つと保存則が成立しな 

いため，従来の保存則の研究はポテンシャル

がない場合に限定されてきた。最近，

Lenz-Kellerにより，離散シュレディンガー作

用素 に対して，一般化された保存則

「stochastic complete at infinity」の概念

が提唱された。この研究は非常に重要である

が，最も重要な例であるリーマン多様体のシ

ュレディンガー作用素の場合については何も

知られていなかった。そこで，M. Schmidt と

協力して， リーマン多様体のシュレディンガ

ー作用素に対して「一般化された保存則」を

定式化し，さらに，それをリュービル性や熱

方程式の解の一意性により特徴づけた。すな

わち，カシミンスキーテストの一般化に成功

した。また，シュレディンガー作用素の解の

正則性，最大値原理，熱核の構成など，リー

マン多様体のシュレディンガー作用素の解析

と幾何学の基礎理論の構築も行った。 

 （4）本研究の目的は，ラプラシアンの本

質的自己共役性の確率論的特徴付けである

(M. Hinz との共同研究)。ユークリッド空

間から閉部分集合を取り除いた空間で定義

されたラプラシアンが本質的自己共役であ

ることと，その集合を 2パラメータ・ブラ

ウン運動がヒットすることが同値であるこ

とを示した。これは，よく知られている事

実である，(本質的自己共役性より弱い)マ

ルコフ拡張の一意性とその集合をブラウン

運動がヒットすることが同値であることの

一般化だと考えられる。この結果は，

Science Journal of Volgograd State 

University. Mathematics. Physics から出

版された。 
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