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研究成果の概要（和文）：リンクがホモロジー球面である2次元特異点の具体的な位相型を固定し，幾何種数，
重複度，埋め込み次元の値域，および幾何種数が最大になる場合の構造を確定した（A. Nemethi 教授との共同
研究）．一般の2次元特異点の幾何種数イデアルの様々な特徴づけを与え，コアの表現を具体的に与え，良イデ
アルの存在を示し，有理型特異点のコアを用いた特徴づけを与えた（渡辺敬一教授と吉田健一教授との共同研
究）．楕円型特異点のサイクルが定義するイデアル層のコホモロジーの次元の値域を確定した．

研究成果の概要（英文）：Giving an explicit topological type of a normal surface singularity with 
homology sphere link, we determined the all possible values of the geometric genus, the 
multiplicity, and the embedding dimension, and also obtained the complex structures with maximal 
geometric genus (joint work with Professor A. Nemethi). For general surface singularities, we gave 
several characterizations of pg-ideals and an explicit expression for the core of pg-ideals, and 
proved the existence of good ideals and a new characterization of rational surface singularities via
 core (joint work with Professor Kei-ichi Watanabe and Professor Ken-ichi Yoshida). We also 
determined the all possible dimension of cohomology of ideal sheaves given by cycles for elliptic 
singularities.

研究分野： 複素特異点論

キーワード： 2次元特異点　幾何種数
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
複素 2 次元正規特異点は孤立特異点であり，
その近傍はリンクといわれる実 3次元多様体 
上の錘と同相である．Neumann の定理によ
り，リンクは特異点解消グラフと同値な情報
を持つ．このように，2 次元正規特異の位相
型は組み合わせ的な情報であり，比較的記述
しやすい．そのため，特異点のどのような解
析的不変量がどのような条件の下で位相型
により決定できるのか，また，特異点解消グ
ラフの不変量としてどのように表せるか，と
いうのは自然な問題である．例えば，Artin 
の有理型特異点の結果や Laufer の最小楕円
型特異点に関する結果はこの観点での問題
解決を含んでいる．それに続く Yau の弱楕円
型特異点の理論もそのような観点でとらえ
ることが可能である． 

Neumann と Wahl により導入されたス
プライス商特異点は有理ホモロジー球面を
リンクに持つ特異点であり，有理型特異点や
最小楕円型特異点を含む比較的広いクラス
である．スプライス商特異点に対して，研究
代表者は幾何種数や重複度をグラフから計
算する方法を得ており，それを応用して
Nemethi 教授とともに Neumann—Wahl の
Casson 不変量予想を肯定的に解決した．一
方，スプライス商特異点は擬斉次特異点の一
般化としての側面があるにもかかわらず，同
じ位相型を持つ複素 2次元特異点の中で最大
の幾何種数を持つとは限らないことが超孤
立超曲面特異点の例によって示されていた．
その例においても幾何種数はグラフから計
算可能だが，スプライス商特異点の幾何種数
公式とは全く異なる．そして，Casson 不変
量予想は今も未解決である．このような状況
で，解析的不変量がグラフで決定されるよう
な結果が他の特異点に拡張できるかどうか，
それらの公式の形など不変量の観点から特
殊な特異点の構造をとらえることが出来る
かが新たな問題になった． 
一方，渡辺敬一教授と吉田健一教授との共

同研究において，局所環の整閉イデアルの不
変量を特異点解消空間上のコホモロジーを
用いて定義し，その値が最大になるイデアル
を幾何種数イデアルと定義した．幾何種数イ
デアルは有理型特異点の整閉イデアルがも
つ良い性質を備えているが，任意の特異点の
局所環に豊富に存在することを示した．これ
により，イデアル論的な観点からの研究の進
展も期待された． 
 
２．研究の目的 
本研究では，有理ホモロジー球面をリンクに
持つ複素 2次元特異点を対象として基本的な
解析的不変量，とくに幾何種数，重複度，埋
め込み次元などと位相不変量の関係を求め
て具体的に記述し，特徴のある複素構造をと
らえ，その性質と構成方法や定義式などを記
述することを目標とした．また，一般の 2 次
元特異点に対して，前述のイデアルの不変量

の考察を進め，幾何種数イデアルの理論をさ
らに発展させ，イデアル論による特異点の解
析に用いることも目標とした． 
 
３． 研究の方法 
関連する研究集会に参加して新しい知見と
研究動向を学び，議論の機会を得て，共同研
究者との打ち合わせを行いながら研究を進
めた． 
 
(1) 特異点関連の研究集会での研究交流 
特異点に関連する研究集会において最新の
研究情報や着想を得て，手法についても学ん
だ．（日仏越特異点研究集会，オーバーヴォ
ルファッハ研究集会，草津研究集会「特異点
と多様体の幾何学」，写像の特異点論関連，
研 究 集 会 「 Commutative Algebra and 
Singularity Theory」） 
 
(2) 関連分野の研究集会での研究交流 
複素幾何，トポロジー，代数幾何などに関連
する研究集会において最新の研究情報を得
て研究の進展に役立てた（多変数関数論冬セ
ミナー，研究集会「Branched Coverings, 
Degenerations, and Related Topics」，東北
結 び 目 セ ミ ナ ー ， 研 究 集 会 「 Summer 
Conference on Hyperplane Arrangements in 
Sapporo」，日本数学会年会・総合分科会，他） 
 
(3) 共同研究 
可換環論的観点からの研究，複素解析幾何
学・トポロジーの観点からの研究のため，そ
れぞれの専門家と研究打ち合わせを行った． 
（日本大学訪問（渡辺教授，吉田教授）， 
レニイ数学研究所訪問（Nemethi 教授）） 
 
(4) 文献の入手 
特異点論，複素解析幾何学，トポロジー, 代
数幾何学に関する最新の文献を入手し知識
を補った． 
 
４．研究成果 
(1) 2 次元特異点の局所環の整閉イデアルは
それによるブローアップを経由する特異点
解消空間上のサイクルのイデアル層の順像
によって表現できる．このイデアル層のコホ
モロジーの次元は局所環の整閉イデアルの
不変量であり，幾何種数以下になる．それが
幾何種数に一致する整閉イデアルを幾何種
数イデアルとよぶ．本研究では，整閉イデア
ルが幾何種数イデアルになるための必要十
分 条 件 は そ の リ ー ス 環 が 正 規 か つ 
Cohen-Macaulay であることを示した．また，
正規化されたヒルベルト多項式の係数を用
いた特徴づけも与えた．(渡辺敬一教授と吉
田健一教授との共同研究) 
 
(2) 2 次元特異点の局所環の整閉イデアル I 
に対して，その任意の極小節減 (minimal 
reduction) Q と I のコロンイデアル Q:I 



や I のコア（I の節減全体の共通部分）
core(I) について考察した．core(I) を具体
的に求めることは一般には困難であり，有理
2 重点などの場合を除いてはあまり結果がな
いと思われる．我々は一般の 2次元特異点の
幾何種数イデアル I に対して，Q:I と 
core(I) も幾何種数イデアルになることを
示した．また，これらを表現する特異点解消
上のサイクルを構成する方法を与えた．さら
に，幾何種数イデアルに対して core が包含
関係を保つことを示した．(渡辺敬一教授と
吉田健一教授との共同研究) 
 
(3) 可換環論において，良イデアル(good 
ideal)の概念が導入されていたが，2 次元特
異点の局所環の場合は有理2重点の場合を除
き存在も知られていなかった．我々は(2)の
結果を応用して良イデアルの存在定理を一
般の 2 次元特異点に対して証明した．また， 
幾何種数イデアルが良イデアルになるため
の幾何学的な条件を与えた．すなわち，良イ
デアルを表現するためのサイクルが存在す
る最小の特異点解消の特徴づけを行った．以
上の議論により，極大な幾何種数イデアルは
良イデアルであることが従う．(渡辺敬一教
授と吉田健一教授との共同研究) 
 
(4) 上の結果を応用し，有理型特異点の場合
にコアが good ideal の半群上で準同型の性
質を持つことを示した．また，2 次元特異点
が有理型特異点であるための必要十分条件
が整閉イデアルの包含関係を core が保つこ
とである（標数が 2でないとき）という，新
しい特徴づけを与えた．(渡辺敬一教授と吉
田健一教授との共同研究) 
 
(5) 一般に，2 次元特異点の局所環には極大
な幾何種数イデアルが無数に存在する．その
ため，極大イデアルが幾何種数イデアルにな
るような特異点の特徴付けが問題となる．本
研究では，2 次元ゴレンスタイン特異点に対
して，極大イデアルが幾何種数イデアルにな
るための必要十分条件は次数１の極大楕円
型特異点（S.S.T. Yau）であることを証明し
た．また，極大イデアルが幾何種数イデアル
になるような非ゴレンスタイン特異点の例
も与えた． 
 
(6) (1) で述べた局所環のイデアルの不変量
の値域を求めることは現時点では難しく，一
般の特異点に対して言えることは，ゼロと幾
何種数を含むことくらいである．本研究では，
弱楕円型特異点のサイクルが定義するイデ
アル層のコホモロジーに関する研究を行い，
「イデアルの不変量」がゼロから幾何種数ま
でのすべての整数値を取り得ることを証明
した．この結果は Yau の楕円列の理論に類似
したものを，一般の特異点でも展開できるか
を考察する上で基本的かつ重要である．また，
同じような性質を持つ，弱楕円型特異点では

ない特異点の例も与えた． 
 
(7) 非特異曲線の錐となる2次元特異点につ
いて，幾何種数の最大値を求め，幾何種数が
最大になるときにQゴレンスタインになるこ
とを示し，ある条件の下で重複度の計算方法
を与えた．(渡辺敬一教授と吉田健一教授と
の共同研究) 
 
(6) 一般に，特異点の位相型が与えられたと
き，それを実現する複素 2次元特異点の解析
的不変量を求めることや, 複素構造の特徴
をとらえることは非常に困難である．そのよ
うな問題について，リンクがホモロジー球面
になる特異点の不変量を考察し，まず具体例
からのアプローチを試みた．リンクがホモロ
ジー球面であるとき，それがザイフェルト多
様体（擬斉次特異点の位相型）である場合に
は幾何種数が最大になるのはゴレンスタイ
ン特異点に限る．しかし，一般にはそれが成
り立たないことが以下のように分かった．あ
る 2 次元特異点の具体的な位相型を固定し，
解析的不変量である幾何種数，重複度，埋め
込み次元の値域を確定した．さらに，幾何種
数が最大になる場合は，ゴレンスタインなら
スプライス商特異点であり，ゴレンスタイン
でなければ小平特異点であることを示した．
また，その小平特異点の定義式の具体例を与
えた． (Nemethi 教授との共同研究) 
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