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研究成果の概要（和文）：３次元ローレンツ・ミンコフスキー空間の折り目特異点をもつ極大面のクラスとして
「小林曲面」を定義し，これが固有にはめこまれた零平均曲率曲面で因果特性を変化させるもの・空間的平面全
体で定義された関数のグラフとなっているものを数多く含むことを示した．これとは別に，光的直線を含み，こ
の直線をはさんで因果特性を変化させる零平均曲率曲面の例をはじめて構成した．一方，このような直線が現れ
ることを示す直線定理を零平均曲率曲面を真に含む曲面のクラスまで拡張した．
一般に３次元ローレンツ多様体の正則曲面上の因果特性が変化するための条件を調べ，零でない一定の平均曲率
をもつ曲面は因果特性を変化させないことを示した．

研究成果の概要（英文）：A class of maximal surfaces in Lorentz-Minkowski 3-space, named "Kobayashi 
surfaces" is introduced. A surface in this class can be extended to a zero-mean curvature surfaces 
which changes causal types from space-like to time-like. Existence of infinitely many surfaces among
 this class which are graphs of functions over the space-like plane. On the other hand, the first 
example of a zero-mean curvature which contains a light-like line and changes causal types across 
the line is obtained. Such a property, called the light-like line theorem, are generalized for wider
 class of surfaces.
For a surface in Lorentzian 3-manifold which changes its causal type from space-like to time-like at
 a light-like point, it is shown that the mean curvature function converges to zero at the 
light-like point. In particuler, it is shown that a non-zero constant mean curvature surface cannot 
change its causal type.

研究分野：微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
３次元ローレンツ・ミンコフスキー時空内の
空間的極大曲面（誘導計量が正値で平均曲率
が恒等的に零である曲面）は，ユークリッド
空間の極小曲面と類似の「ワイエルストラス
型表現公式」によりリーマン面上の複素解析
的なデータで表示することができる（cf. 小
林治 1983）．完備空間的極大曲面は平面に限
るが，特異点を許すとさまざまな例が存在 
し，豊富な幾何学的対象と考えることができ
る．とくに，連携研究者・梅原と代表者は，
特異点をもつ極大曲面のクラスとして「極大
面」の概念を導入し，ジェネリックな特異点
の分類を行った． 
 
一方，ジェネリックでない特異点としては，
円錐的特異点がよく研究されている 
（cf. 小林治1984, Fernandez-Lopez-Souam 
2005 など）．円錐的特異点をもつ極大面に対
して「共役」をとる，という操作を行うと， 
円錐的特異点は「折り目特異点」に対応する．
特異点集合は，ローレンツ・ミンコフスキー
時空の非退化（空間的平面への正射影が局所
凸曲線となる）な光的曲線で，曲面はこの曲
線を折り目として二重に重なっていること
がわかる．このような曲面は，折り目の部分
から「時間的極小曲面」すなわち誘導計量が
ローレンツ計量で，平均曲率が恒等的に零と
なる曲面に実解析的に延長され，因果特性が
変化するような零平均曲率曲面が得られる
ことが知られている（C. H. Gu 1985, V. A. 
Klyachin 2003）．とくに，ローレンツ・ミン
コフスキー時空の零平均曲率曲面のグラフ
が満たす方程式の，全平面での非自明な解が，
小林治により２種類得られていた．これは，
ユークリッド空間の極小曲面に対するベル
ンシュタインの定理に対応する定理が，ロー
レンツ・ミンコフスキー時空では成立しない
ことを示している． 
 
一般に，零平均曲率曲面が空間的から時間的
に因果特性を変化させるなら，その境界は非
退化光的曲線か光的直線となることが 
Klyachin (2003) によって示されたが，直線
をはさんで因果特性を変える例は知られて
いなかった．代表者らは，このような例に加
え，光的直線をはさんで因果特性が変化する 
零 平 均 曲 率 曲 面 の 例 を 得 て い る （ cf. 
Fujimori-Kim-Koh-Kokubu-Rossman-Shin-
Umehara-Yamada-Yang, 2012）が，この光
的直線は極大面の折り目特異点とはなって
おらず，ワイエルストラス型表現公式から得
られるものとは異なった性質を示している． 
ローレンツ・ミンコフスキー時空の極大面の
類似として３次元ド・ジッター時空の平均曲
率１をもつ（特異点をもつ）クラスとして
「CMC-1 面」を考えることができる．この
ような曲面はワイエルストラス型の表現公
式をもち，一般に特異点をもつ（cf. Fujimori 

2006）． 
このような曲面の中には光的直線を含む解
析的拡張をもつものがあるが，それらの例は
因果特性を空間的から時間的に変化させな
い． 
 
 
 
２．研究の目的 
 
ローレンツ・ミンコフスキー時空やド・ジ
ッター空間の曲面で，因果特性を変化させ
るもの，光的直線を含むものの性質として， 
(1) このような曲面のの大域的挙動，とく

に拡張された曲面が固有はめ込みにな
るようなもののクラスの存在を確かめ
る． 

(2) ある種の曲面の族（カテノイド，3-ノ
イドなど）を分類し，その特異点，エ
ンドにおける挙動を考察する． 

 
 
３．研究の方法 
 
ローレンツ・ミンコフスキー空間の極大面
で折り目特異点をもつような曲面の適切な
クラスを設定し，それらの零平均曲率曲面
への解析的延長の性質を考察する． 
また，ド・ジッター空間のカテノイドで解
析的延長を許すものを取り出し，その延長
の具体的な表示を与え，このような表示の
性質を考察する． 
 
 
 
４．研究成果 
 
３次元ローレンツ・ミンコフスキー時空の
零平均曲率曲面の誘導計量が退化する点
（光的点）が非退化（誘導計量の表現行列
の行列式の微分が消えない）であるならば，
その点を通る，曲面上の非退化（加速度ベ
クトルと速度ベクトルが線形独立）な光的
曲線が存在し，その曲線をはさんで因果特
性が変化する．このような現象を起こす曲
面として，３次元ローレンツ・ミンコフス
キー空間の空間的極大曲面で，時間的極小
曲面への解析的延長をもつようなものの適
切なクラス（小林曲面）を設定し，分類を
行った．さらに，この中で principal type 
とよぶサブクラスの曲面の解析的延長の具
体的表示を与え，ある種の条件のもと 
解析的延長が空間的平面全体で定義された
関数のグラフに、またもう少し弱い条件の
もと，曲面が固有はめ込みになることを示
した．さらに，固有埋め込みになるような
例の存在を示した． 
最初のものは，ユークリッド空間の極小曲
面に対するベルンシュタインの定理のロー
レンツ版の反例が数多く存在することを示



している． 
 
一方，光的な点が退化（誘導計量の表現行
列の行列式の微分が消える）点ならば，こ
の点を通る光的直線が曲面に含まれること
が知られている． 
このことを，零平均曲率曲面を含む広いク
ラス（平均曲率ベクトルが解析的に 
延長される曲面）に拡張し，直線で因果特
性を変化する曲面を局所的に分類す 
ることができた． 
 
３次元ローレンツ・ミンコフスキー時空の 
零平均曲率曲面の方程式は，空間的曲面の
場合は楕円型・時間的曲面の場合は双曲型
となるので，これらの例は混合型偏微分方
程式の実解析的な解の具体例を与えている． 
 
３次元ローレンツ・ミンコフスキー空間の
零平均曲率グラフの方程式は， 2 次元流体
の運動方程式類似している．とくに，2 次
元の粘性・渦をもたない圧縮流の流れ関数
が満たす微分方程式は，ある（ヴァーチャ
ルな）条件のもと零平均曲率グラフの方程
式と一致する． 
このとき，曲面の因果特性の変化は，流れ
が超音速から亜音速に変化することに 
対応する．この観察により，ある種の気体
の運動方程式の音速をまたぐような解が得
られたことになる． 
 
さらに，３次元ローレンツ多様体内の曲面
が光的点をはさんで因果特性を変えるなら
ば，その点に近づくと平均曲率が 0 に収束
することを示した．とくに零でない一定な
平均曲率をもつ曲面は因果特性を時間的か
ら空間的に変化させることはない． 
この結果から，ド・ジッター空間の CMC
１面で因果特性を空間的から時間的に変化
させるような拡張をもつものは存在しない． 
しかし，ある種のカテノイドの像は，時間
的直線を含む曲面としての解析的延長をも
つ．このような例を統一的に扱い，解析的
延長が起こるしくみを解明するのは今後の
課題である． 
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