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研究成果の概要（和文）：結び目の色付きJones多項式に関する体積予想とその一般化を中心に研究を行なっ
た．
(2,2a+1)型トーラス結び目の(2,2b+1)-cableに対して体積予想の一般化を調べた．その結果，体積予想の一般化
がこれらの結び目について成り立っていることを示した．つまり，上記結び目の色付きJones多項式の漸近挙動
により，結び目補空間のChern-Simons不変量とReidemeister torsion が得られることが分かった．

研究成果の概要（英文）：In this research I studied mainly on the volume conjecture and its 
generalization about the colored Jones polynomial of a knot.
As a result, I proved a generalization of the volume conjecture, that is, I proved that the 
asymptotic behavior of the colored Jones polynomial gives the Chern-Simons invariant and the 
Reidemeister torsion of the knot complement.

研究分野： 結び目理論
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１．研究開始当初の背景 
Jones多項式は1985年にJonesにより導入

された結び目の不変量であり，量子不変量を
中心とする量子位相幾何学発展の契機とな
った．その後，Jones 多項式はリー環 sl(2;C)
の 2次元既約表現に対応することが分かった．
一般のN次元既約表現に対応する結び目不変
量は，N次元色付きJones多項式と呼ばれる．
物理学者 Witten は，N次元色付き Jones 多項
式を物理観点から再定義した． 
一方，1995 年に Kashaev は，量子二重対数

関数を用いて結び目の不変量を定義し，その
後 1997 年に彼の定義した不変量（自然数 N
に依存する）の，N を大きくしたときのある
種の極限により，双曲結び目の体積が得られ
るであろうと予想した．村上順と研究代表者
は，N 次元色付き Jones 多項式のパラメータ
に exp(2πi/N)を代入して得られる量が
Kashaev の不変量と一致することを示し，さ
らに，一般の結び目に対してもこの量の極限
により結び目補空間の単体的体積が得られ
るであろうと予想した．これが体積予想であ
る． 
体積予想は，前述の Witten の提唱する

Jones 多項式の物理的な解釈とあいまって，
数学者はおろか理論物理学者からも大いに
注目を集めた．体積予想は解決には程遠く，
いくつかの事例が知られているのみであっ
た． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，体積予想を 2方向に拡張

することである． 
まず，パラメータ付体積予想として，

「exp(2πi/N)」を「exp((2πi+u)/N)」に置
き換えて，複素数 u を動かすときに（u=0 の
ときが体積予想）色付き Jones 多項式の漸近
挙動を調べる．次のような予想が考えられる．
結び目 K の N 次元色付き Jones 多項式を
JN(K;q)とする． 
 
「結び目補空間の基本群から，リー群
SL(2;C)への表現ρu があって，JN(K;exp((2
πi+u)/N))の N→∞における漸近挙動に，ρu

に対応した複素 Chern-Simons 不変量と
Reidemeister torsion が現れるであろう」 
 
結び目が双曲的で，u=0 のとき，上の表現は
ホロノミー表現と呼ばれるもので，結び目補
空間の完備双曲構造を決定するものと考え
られる．また，複素 Chern-Simons 不変量の
実部は双曲的体積であることに注意する． 
 
もう一つの拡張として，リー環を様々に変

えて得られる量子不変量の漸近挙動と，基本
群の対応するリー群への表現，さらに，その
表現に付随した上述の幾何的量との関係を
調べてゆきたい． 
 
 

３．研究の方法 
結び目補空間に，非圧縮トーラスが存在す

るとき，その結び目は衛星結び目と呼ばれる．
衛星結び目でない結び目が単純結び目であ
る．さらに，単純結び目は双曲結び目かトー
ラス結び目に分かれる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

衛星結び目 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

双曲結び目 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

トーラス結び目 
 
 
本研究では，衛星結び目に着目して「研究

の目的」で説明した体積予想の一般化を調べ
る．特に，衛星結び目のうち cable 結び目と
呼ばれるもの（ある結び目にそって何度か回
ることで得られる結び目）に関して，色付き
Jones 多項式の漸近挙動を具体的に調べると
ともに，結び目群の SL(2;C)への表現とそれ
に 対 応 し た Chern-Simons 不 変 量 や
Reidemeister torsion を計算する． 
 
４．研究成果 
結び目の色付きJones多項式に関する体積

予想とその一般化を中心に研究を行なった． 
特 に ， (2,2a+1) 型 ト ー ラ ス 結 び 目 の



(2,2b+1)-cable（下図）に対して体積予想の
一般化を調べた．その結果，次の成果が得ら
れた． 
 
 
 
 
 
 
 
 

トーラス結び目の cable 
 
 
A) 上記結び目の色付きJones多項式の漸近

展開の主要項を求めた． 
B) 結び目補空間の基本群の既約表現を分

類した． 
C) 各既約表現に対応した Chern-Simons 不

変量を計算した．各既約表現に対応した
Reidemeister torsion を計算した．さら
にその表現によってひねられたホモロ
ジー群を計算した． 

D) 以上の結果をもとに体積予想の一般化
が，上記の結び目に対して成り立つこと
を示した． 

 
これらの結果は一般の結び目の cabling，さ
らには衛星結び目に体積予想とその一般化
について新たな知見を与えた． 
なお，この結果は論文にまとめられ投稿中で
ある． 
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