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研究成果の概要（和文）：特異点論の深化に関して、定義域と像域の次元が異なる場合のモラン写像のわかりや
すい判定法を与えた。また、判定法を用いてモラン写像芽の定義域と像域の連続変形のみで移り合うもの達の数
を決定した。
低次元幾何学に関して、特異点の個数と特異点集合のオイラー数に関する公式をベクトル束の束準同型に関する
公式に拡張した。また、カスプ辺とスワローテイルに対して、像域の等長座標変換のみを用いた特異点の標準形
を作り、そこに現れる低次のモジュライの微分幾何的意味を明らかにした。また、特異点の近傍における漸近線
と特性線のジェネリックな振る舞いを決定した。微分方程式の解曲面や、カスプ辺を近似する曲面の特異点も調
べた。

研究成果の概要（英文）：For deepening singularity theory, I obtained criteria for Morin 
singularities for the case of the dimension of the source space and the target space is not the 
same. By using criteria for Morin singularities, I gave the number of right-left isotopy classes.
For low dimensional geometry, I generalized a formula for the number of singular points and the 
Euler characteristic to singularities of bundle homomorphisms. I also gave a normal form by only 
using isometric coordinate transformation of the target space for cuspidal edges and swallowtails. 
Moreover, I clarified the differential geometric meanings for modulus appeared in the lower degree 
terms. By using that form, I obtained generic configurations of asymptotic lines and characteristic 
lines of that singularities. I also studied singularities of solution surfaces of certain 
differential equation and that of surfaces which approximate the cuspidal edge.

研究分野：微分トポロジー
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１．研究開始当初の背景 
近年、部分多様体の微分幾何学、接触幾何
学、微分方程式の解、特異点を持つ図形の幾
何学などにあらわれる特異性を微分可能写
像の特異点としてとらえ、特異点理論を利用
して研究する手法が確立しており、これらの
研究によって多くの結果が得られているが、
特異点論の使い勝手と応用の研究成果に関
してまだ課題がある状況であった。 
この状況に鑑み、高度に発達した特異点論
を低次元幾何学の研究に応用することを念
頭に、特異点論を深化・発展させて、それを
用いて新たな低次元幾何学の研究を進める
という本研究課題が重要であった。 

 
２．研究の目的 
 特異点論はホイットニー、トムによって創
始され、マザーによって'70 年代前半までに
整備された。そしてその後もブルースらによ
る完全横断の理論などにより、分類について
はほぼ満足のいく結果が得られるなどその
後も発展が続いている。この特異点論を応用
しやすい形に整備することが第一の目的で
あった。 
そしてこれらを使って特異点を持つ場合
の曲面論・(特異点を持たない)曲面の特別な
点・低次元トポロジー・微分方程式の特異性
を研究することが第二の目的であった。 
 
３．研究の方法 
特異点論の深化に関してはまずは必要な
特異点の判定法をつくる。さらに, 写像芽に
対して余次元が低い場合に $¥A$ 同値と等
しくなるような使いやすい同値関係を作り、
その同値関係によって写像芽の分類を行う
という方法で行う。 
特異点をもつ曲面への応用について、まず
各特異点に対してマルグランジュの予備定
理を使い、ターゲットの空間の等距離写像の
みを用いた標準形を作る。こうすると係数は
すべて微分幾何学的不変量となるため、その
幾何学的意味を明らかにするという方法で
研究する。また曲面の射影や、特別な曲線の
パラメーター族となっている曲面、曲面の近
似等を用いて曲面の特異性を研究する。 
 
４．研究成果 
特異点論の深化について、モラン写像に関
する研究を中心に行い、以下の成果を得た。 
モラン特異点とは、微分可能写像にもっとも
よくあらわれる特異点である。その判定法は、
定義域と像域の次元が同じ場合は与えられ
ていたが、次元が異なる場合は与えられてい
なかった。判定法は、写像の定義域と像域の
微分同相写像に依存しない性質を取り出す
必要がある。次元が同じ場合はヤコビ行列式
というわかりやすい座標不変量があるため、
座標不変な性質を取り出すことができてい
た。次元が異なる場合はヤコビ行列式に対応
する行列式を複数とることにより、判定法を

書いた。また、定義域の次元のほうが大きい
場合は特異点の標準形に非退化二次式があ
らわれる。写像の微分の核を生成するベクト
ル場による微分を用いてそのヘッセ行列に
対応する行列を構成し、さらにその核をとる
ことにより、判定法を書いた。また、次元が
同じ場合も含めて、写像芽の右左イソトピー
同値なる概念を導入した。右左同値であって
も右左イソトピー同値とは限らない。モラン
写像について、右左イソトピー類を研究し、
右左同値類の中の右左イソトピー類の数を
次のように決定した。同じ次元(n 次元)のユ
ークリッド空間の間のモラン特異点芽の右
左イソトピー類の個数は n が 4 で割り切れ
るときは 4個、n が 4で割り切れないときは
2 個である。さらに、2 個を識別する不変量
は、3種類の場合で全て異なる。実際、nが 4
で割って1余る場合はモラン写像を開折とみ
なしたときに普遍となるかどうかの識別子
の符号であり、4 で割って 2 余る場合はモラ
ン特異点の深さをあらわす識別子の符号で
あり、4 で割って 3 余る場合は上記 2 つの積
である。さらに、同様の結果を定義域と像行
きが異なる場合にも得た。 
 微分幾何学への応用について、以下の成果
を得た。 
まず、波面の微分幾何的性質を調べた。カ
スプ辺に対して、像域の等距離同型写像のみ
を用いた標準形を作った。像域の等距離同型
写像のみを用いていることから、この標準形
にあらわれる係数は全て微分幾何的不変量
である。この不変量の幾何的意味と内在性を
明らかにした。また、境界をもつ多様体から
のカスプ辺に対しても同様の標準形を作り、
類似の結果を得た。この標準形の利点は与え
られた特異点のある決まった次数の項の可
能性が全て尽くされているところにある。従
って、低次の項の情報のみから決まる特異点
の性質を全て決定することができる。この性
質を用いて、カスプ辺の近傍での漸近線と特
性線のジェネリックな振る舞いも決定した。
漸近線と特性線は二重方向場と呼ばれる微
分方程式の解として記述できる。二重方向場
の特異点近傍での挙動は最もジェネリック
なものはカスプのパラメーター族であり、そ
の次がダビドフによって分類された折った
鞍、折った結節点、折った焦点の３種類であ
る。しかしカスプ辺の近傍ではダビドフの３
種類はあらわれず、代わりに、判別式と呼ば
れる関数が特異点を持つものがジェネリッ
クにあらわれることがわかった。下にある図
は、判別式が特異点を持つ場合の漸近線のジ
ェネリックな模様の一つをカスプ辺上に描
いたものである。 
一方、スワローテイル特異点に対しても像
域の等距離同型写像のみを用いた標準形を
作った。カスプ辺の場合と同様に、係数は微
分幾何的不変量となるが、既存のスワローテ
イルの不変量との関係を調べた。また近傍で
の漸近線と特性線のジェネリックな振る舞 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
いも調べ、この場合はカスプ辺とは逆に、ジ
ェネリックにダビドフの３種類があらわれ
ることがわかった。下図は、漸近線が折った
鞍である場合の図をスワローテイル上に描
いたものである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
カスプ辺の不変量に関しては他にガウス
曲率と平均曲率の振る舞いを調べ、これらの
曲率の発散性と関係している不変量を明ら
かにした。また、カスプ辺を近似する曲面に
ついても調べた。カスプ辺には単位法線ベク
トルがあるので、それを用いてカスプ辺に沿
った枠を定義し、その枠のフルネ・セレ型の
公式で定まる不変量とカスプ辺の既知の不
変量との関係を明らかにした。また、その枠
からの高さをはかる関数を用いてカスプ辺
の近似線織曲面を構成し、その曲面の特異点
の条件ともとのカスプ辺の不変量の関係を
調べた。また、特異点をもつ曲面に関して、
射影と切り口を考え、ケンデリンク型の定理
を示した。切り口や射影が特異点を持つ場合
があるため、平面曲線の特異点の性質も調べ
た。 
他に関連する研究を行い、次の成果を得た。
多様体間のモラン特異点のみをもつ写像に
関して、特異点の個数、特異点集合のオイラ
ー数の関係式は知られていたが、これを接束
から同じ階数のベクトル束への束準同型写
像の特異点に関する式に拡張した。 
超幾何微分方程式の解から作られるドシ
ッター空間内の平坦曲面に対して、特異点の
条件を超幾何微分方程式を定義する関数の
関係式で書いた。 
空間的平均曲率一定曲面が折り目特異点
を保つ場合の随伴曲面の特異点を調べた。 
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