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研究成果の概要（和文）：　2004年にロシアの研究者が、単体複体から構成されるモーメントアングル複体とい
う空間の構造を解析することにより、単体複体の Golod 性が判定できることを示した。本研究では、上記結果
を用いて Golod 性を研究するため、より広くモーメントアングル複体の概念を拡張した多面体積のホモトピー
型の決定という問題に取り組んだ。
  特に、Golod 単体複体として知られている殻化可能複体の双対複体に付随したモーメントアングル複体は、懸
垂空間とホモトピー同値であることを証明した。また、Golod 単体複体でそれに付随したモーメントアングル複
体が懸垂空間とホモトピー同値でないものが存在することを示した。

研究成果の概要（英文）： In 2004 Baskakov-Buchstaber-Panov showed that it is possible to study 
Golodness of a simplicial complex through the study of the homotopy type of its moment-angle 
complex. 
 We have studied the homotopy types of polyhdedral products, which are a generalization of 
moment-angle complexes, to study Golodness of a simplicial complex by making use of the result 
above. 
 In particular, we showed that the moment-angle complex associated with a dual shellable complex is 
homotopy equivalent to a suspension space. We also constructed a moment-angle complex associated 
with a Golod simplicial complex which is not homotopy equivalent to a suspension space. 

研究分野：トポロジー
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　数学の果たしている社会的役割は、諸科学に言葉と手段を提供することにあります。本研究はトポロジーとい
う分野に属する研究ですが、この分野が生まれてから100年経ってようやく具体的な応用分野が生まれました。
それは、トポロジカルデータアナリシスという統計とは全く異なる方法でデータを解析する手段です。
　本研究は、空間内の点のつながりを抽象化したグラフ（ネットワーク図のようなもの）をさらに抽象化した単
体複体から構成される図形の研究に関するものです。これは、現在行われているトポロジカルデータアナリシス
の方法と類似しており、その方面への応用が期待されています。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



1 研究開始当初の背景

体k上の多項式環k[x1, · · · , xm]の剰余環R = k[x1, · · · , xm]/IがGolodであるとは、Tor-algebra Tor∗k[x1,··· ,xm](R,k)
の積を含めたすべてのMassey積が自明となる事を言う。

[m] = {1, 2, · · · ,m}上の単体複体 Kから Stanley-Reisner環 k[K] = k[x1, · · · , xm]/IK が構成され、この環の

Golod性が代数学の分野で長く研究されてきた。ここに、

IK = (xi1 · · · xik | {i1, i2, · · · , ik} < K)

である。一方において、2004年に Baskakov-Buchstaber-Panov [2]は、Tor∗k[x1,··· ,xm](k[K],k)が Kに付随した
moment-angle complex ZK のコホモロジー環H∗(ZK; k)と同型であり、higher Massey積を含めて一致するこ
とを示した。これは、単体複体 Kの Golod性が、moment-angle complex ZK のコホモロジー環を調べること

によって分かることを意味する。特に、ZK が懸垂空間とホモトピー同値ならば、コホモロジー環 H∗(ZK; k)の
すべてのMassey積が消え、KがGolodであることが分かる。実際、Grbić-Theriault [3]は shifted simplicial
complexと言われる Golod単体複体 Kに付随するmoment-angle complex ZK は懸垂空間とホモトピー同値

であることを示した。

その後、彼らに続く研究が現れない中 Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler [1]が、moment-angle complexを拡
張した多面体積（polyhedral product）の概念を導入した。これにより、ホモトピー論がこの問題の研究によ
り有効に適用できるようになり、上記 Grbić-Theriault [3]の結果を多面体積の場合に拡張できるかどうかを問
題として提示した。そして、この問題は研究代表者達 [4]により肯定的に解決された。

2 研究の目的

本研究は、上記結果を受けて次のような事実を解明する事を目的としてはじめられた。

1. [4]の結果は、dual shellable complexなどの良く知られた Golod simplicial complexについても成り立
つのか。

2. 代数的方法では調べられなかった Golod単体複体をたくさん見つけること。

3. 単体複体 Kについて

Kはすべての体 k上 Golod ⇐⇒ ZK は懸垂空間とホモトピー同値

が成り立つか。

特に、上記３については一部の研究者から予想という形で述べられていたことで、この予想の解決が本研究の

最終的な目的であった。

3 研究の方法

主として 2つの方法を用いて、多面体積（ここでは簡単のためにmoment-angle complex ZK についてのみ

記載する）のホモトピー型を決定する。

1. 単体複体 Kが 2つの部分複体 K1,K2 の和集合となっているとき、次の push-out diagramが存在する。

ZK1∩K2 −−−−−→ ZK1y y
ZK2 −−−−−→ ZK

帰納法等を用いながら、ZK1∩K2 , ZK1 , ZK2 のホモトピー型と 2つの包含写像を調べることにより、ZK の

ホモトピー型を決定する。この方法は他の研究者も採用している方法で、非常に有用である。
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2. [m]上の単体複体 Kと I ⊂ [m]に対して、I上の単体複体 KI を KI = {σ ⊂ I | σ ∈ K}によって定義する。こ
のとき、KI に付随するmoment-angle complex ZKI は自然に ZK に埋め込むことができる。1 ≤ i ≤ mに
対して

Zi
K =

∪
I⊂[m], |I|=i

ZKI

とおくと、ZK のフィルトレーション

∗ = Z0
K ⊂ Z1

K ⊂ · · ·Zm−1
K ⊂ Zm

K = ZK

が得られる。これをファットウエッジフィルトレーションと言い FWF と略記する。このフィルトレー
ションは一般の多面体積にも定義され、特に、real moment-angle complex RZK の FWFの解析が重要
である。

real moment-angle complex RZK の FWFの構造の決定自体が本研究の大きな研究成果であるが、この
結果を用いることによって他の追随を許さない大きな成果を得ることができた。

4 研究成果

研究成果を述べるために、多面体積とは何か、その定義を述べる。

[m]上の単体複体 Kと m個の位相空間対 (X,A) = {(Xi,Ai)}に対して多面体積 ZK(X,A)を

ZK(X,A) =
∪
σ∈K

(X,A)σ ⊂ X1 × X2 × · · · × Xm

によって定義する。ここに、

(X,A)σ = {(x1, x2, · · · , xm) ∈ X1 × X2 × · · · × Xm | xi ∈ Ai for i < σ}

である。特に、すべての i について (Xi,Ai) = (X,A) の時は、ZK(X,A) を ZK(X,A) と書く。そして、ZK =

ZK(D2,S1), RZK = ZK(D1,S0)がそれぞれmoment-angle complexと real moment-angle complexである。

1. 一番大きな成果は多面体積の FWFに関する研究結果 [5]である。

定理 1.1. i = 1, · · · ,mに対して RZi
K は RZi−1

K に |KI |（|I| = i）のコーンを写像 φI : |KI | → Zi−1
K によって

張り合わせた空間である。同様に、Zi
K は Zi−1

K に Σ|I||KI |（|I| = i）のコーンを写像 φ̃I : Σ|I||KI | → Zi−1
K に

よって張り合わせた空間である。

2. 上記定理 1.1を用いることによって次の定理群を証明することができる。これにより、研究目的の 1と 2
は達成された。

定理 1.1の写像 φI : |KI | → RZ|I|−1
K がすべての I ⊂ [m]に対して null-homotopicのとき、RZK の FWFは

自明であるという。同様に、写像 φ̃I : Σ|I||KI | → Z|I|−1
K がすべての I ⊂ [m]に対して null-homotopicのと

き、ZK の FWFは自明であるという。このとき、

定理 2.1. RZK の FWFが自明であるとき、すべての空間系 X = {Xi}i∈[m] について

ZK(CX,X) ≃
∨
∅,I⊂[m]

Σ|KI | ∧ X̂I

である。ここに、CX = {CXi}i∈[m]、I = {i1, · · · , ik}に対して X̂I = Xi1 ∧ · · · ∧ Xik である。

定理 2.2. 次の 3条件は同値である。

(1) ZK の FWFは自明である。
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(2) ZK は co-H-空間である。

(3) 次のホモトピー同値写像が存在する。

ZK ≃
∨
∅,I⊂[m]

Σ|I|+1|KI |.

単体複体のクラスで次のような含意が知られている。

shifted =⇒ vertex-decomposable =⇒ shellable =⇒ sequentially Cohen-Macaulay over Z

次の定理が研究目的 1に対する回答である。

定理 2.3. 単体複体 Kの Alexander双対が sequentially Cohen-Macaulay over Zならば、RZK の FWF
は自明である。

[m]上の単体複体 Kについて、k + 1以下の要素を持つすべての [m]の部分集合が Kの単体であるとき、
Kは k-neighborlyという。次の定理が研究目的 2に対する回答である。

定理 2.4. 単体複体 Kが ⌈(dim K)/2⌉-neighborlyならば、RZK の FWFは自明である。

3. 最後に研究目的の 3については次の結果 [6]により否定的に解決された。

定理 3.1. Golod単体複体 Kで、ZK が懸垂空間とホモトピー同値でないものが存在する。
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