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研究成果の概要（和文）：この研究において、本研究の研究代表者は対称空間上のシュレディンガー方程式の幾
何解析に密接に関係する次の２つの課題（A),（B)を研究した。（A)対称空間上の平均値作用素。（B)フラクシ
ョナル・ラプラシアンを持つある種の反応拡散系。簡単に述べると、我々の結果は以下の通りである。（A) 非
コンパクトな対称空間上の滑らかな関数の空間上の作用素として、平均値作用素が全射であることを示した。
（B)ある条件の下での時間大域解の存在を示し、また、解の爆発に対する臨界指数を決定した。更に、爆発解の
存在時間に関する最良評価を与えた。

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied the following two subjects (A) and (B) which 
are closely related to geometric analysis of Schoedinger equations on symmetric spaces.(A) Mean 
value operators on symmetric spaces. (B) A certain reaction-diffusion system with the fractional 
Laplacian. Briefly our results are as follows.(A) We proved that under some conditions the mean 
value operator is surjective as an operator on the space of smooth functions on noncompact symmetric
 spaces. (B) We proved the existence of a global in time solution under some conditions on the 
nonlinear terms. We also determined the critical exponent for blowup of the solution. Moreover, we 
gave the optimal estimate for the lifespan of the blowup solution.

研究分野： 微分方程式
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
良く知られているように（時間発展型）シュ
レディンガー方程式の解を大域的かつ明示
的に構成することは実質的に不可能であり、
調和振動子等幾つかの例で基本解の具体的
な形が知られているのみである。故に基本解
の特異性を具体的に調べるという研究は、谷
島賢二氏による超２次型ポテンシャルを持
つ 1次元シュレディンガー方程式に関する結
果など幾つかの結果を除いて今までに意味
のある進展はなかった。(K. Yajima, CMP, 
(1996)参照) 同様の事はリーマン多様体上
のシュレディンガー方程式についても言え
る。本研究の申請者は、ここ数年対称空間と
呼ばれるある種のリーマン多様体上の時間
発展型シュレディンガー方程式の基本解に
ついて幾何学的、および、表現論的な視点か
ら研究を続けてきた。そして、自由粒子に対
するシュレディンガー方程式に対して大域
的かつ明示的に基本解を表示することに成
功し、その系として以下の結果を得た。[定理] 
M=U/K をルート系が偶数重複度条件を満た
すコンパクト対称空間とし、M 上の自由粒子
に対応する時間発展型シュレディンガー方
程式の基本解を E(t,x)とする。すると、M の
幾何学的な構造から決まる定数ｃ>0 が存在
し、次の[I] [II]が成り立つ。 
[I] t/c が有理数の時。E(t,・)の（M 上の超関
数と見たときの）台は、M の低次元部分集合
となる。しかも、この低次元集合は一般化さ
れたガウス和を用いて具体的に与えられる。 
[II] t/c が無理数の時、E(t,・)の台および特異
台は M 全体と一致する。 
上記で述べたように、コンパクトリーマン多
様体上のシュレディンガー方程式の基本解
については、自由粒子に対応する場合ですら
詳しいことは判っていない。これは、ハミル
トン流の捕捉条件が強い場合、基本解を超局
所的に解析することが困難であることに起
因する。にも拘らず、上記の結果によって、
高い対称性を持つシュレディンガー方程式
の場合、対称性が関わる何らかのメカニズム
により基本解を具体的に構成することが可
能となり、更に、基本解はある種の幾何的、
かつ、代数的な構造を持つのではないか、と
考えるに至った。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の当初の研究目的について述べる。
第一の研究目的は、対称空間上のシュレデ
ィンガー方程式の基本解を大域的かつ明示
的に構成し、対称空間特有の幾何構造との
関係を明らかにすることである。特に、基
本解の特異性、台（support）および特異台
（singular support）の構造を幾何的、表
現論的に記述することを主な目的とする。
そして第二の目的は、得られた結果を偏微
分方程式の問題および対称空間上の調和解

析の問題へ応用することである。具体的に
は、(1) 多様体上のシュレディンガー型方
程式の L2 適切性に関する未解決問題の解
明、(2)コンパクト対称空間上のラプラシア
ンの固有値とその双対である非コンパクト
対称空間上のラプラシアンのレゾナンスを
解析接続で結びつけるという Zworski 予想
のある枠組みの中での解明、以上２つの問
題の解決を目的とする。 
 
３． 研究の方法 
 
以下は、当初予定していた研究の方法である。
但し、実際に研究を行うと良くあることであ
るが、研究方法に様々な変更を加えねばなら
ず、また、得られた結果も当初の予定とは異
なるものとなった。 
第１段階として、コンパクト対称空間上の自
由粒子に対するシュレディンガー方程式お
よび磁場付きシュレディンガー方程式の基
本解を構成し、その特異性を調べる。第２段
階では、第１段階の成果をもとに非コンパク
ト対称空間上のシュレディンガー作用素の
レゾナンスとその双対であるコンパクト対
称空間上のシュレディンガー作用素の固有
値を対応付け、解析する。(Zworski 予想の研
究) そして、対称空間上のシュレディンガー
型方程式の L2 適切性の問題を考察する。こ
の計画のために、連携研究者と定期的に情報
交換するとともに、岡山大学のセミナーや数
理解析研究所の作用素論セミナーなどで定
期的に成果を発表することにより討論を深
め、研究目的の達成に尽力する。 
実際には、対称空間上の球関数のスペクトル
パラメータに関する挙動を調べることが重
要であると判断したため、関連する平均値作
用素を用いた研究を行う事となった。また、 
シュレディンガー方程式の分散性を調べる
ために、ある種の拡散方程式系の解の挙動を
調べることになった。 
 
４． 研究成果 
 
（１）非コンパクト対称空間上の平均値作用
素について研究を行った。 
平均値作用素は波動方程式の解の公式を始
め微分方程式の解を構成する様々な局面で
現れる積分作用素である。日本ではあまり知
られていないことではあるが、平均値作用素
それ自身が、積分幾何、幾何解析、およびト
モグラフィーの分野では重要な研究対象と
なっており、特にトモグラフィーの分野では、
Sonar Transform とも呼ばれ、現在でも活発
に研究されている。主要な研究課題は、平均
値作用素の像を与えたとき、原像をなるべく
正確に構成することである。 
本研究では、非コンパクト対称空間上の平均
値作用素の全射性について研究を行い、あ 
る枠組みで肯定的な結果を得た。以下に得ら
れた結果の概略を説明する。 



簡単のため、X = G/K を階数１の非コンパク
ト対称空間とする。そして f(x) ∊ C∞(X) 
をとる。r > 0 を固定し、各 x ∊ X に対して、
x 中心、半径 r の測地球面上で f を積分す
るという平均値作用素を Mr f(x) と書くこと
にする。これで、平均値作用素 Mr : C∞(X) → 
C∞(X) が定まる。得られた結果は次の通りで
ある。 
定理 平均値作用素 Mr : C∞(X) → C∞(X) は
全射である。 
一般の非コンパクト対称空間上でも平均値
作用素 Mrを定義できる。ただし、この場合 
r はワイル領域の元であり、階数と同じ数の
変数を持つパラメータである。この一般化さ
れた平均値作用素に対しても同様な結果が
（少し仮定を強くする必要があるが）成立す
る。尚、この研究は、Fulton Gonzalez 氏(Tuft
大学）、Jens Christensen 氏(Colgate 
大学）との共同研究である。（論文①参照） 
対称空間上のシュレディンガー方程式を研
究するに当たって。対称空間上の帯球関数の
挙動を調べることが重要となる。実は、平均
値作用素を畳み込み作用素と見たときの積
分核に現れる超関数のフーリエ変換が帯球
関数となる。この意味で、平均値作用素につ
いて得られた上記の結果はシュレディンガ
ー方程式の基本解を研究するための重要な
ステップとなる。この研究は、本研究の研究
年度が終了しても続行する予定である。 
（２）シュレディンガー方程式は典型的な分
散型方程式であり、周波数に関して高エネル
ギー部分と低エネルギー部分に分けて粒子
の運動を考察する必要がある。この意味で似
た構造を持つ拡散型方程式系を簡単なモデ
ルケースとして考えることにした。具体的に
は、以下のような形のある種の半線形反応拡
散系の解について詳細な性質を調べた。 
∂tu + (-△)αu = vp,  ∂tv + (-△)αv = uq,   
u(0, x) = uo(x), v(0, x) = vo(x) 
0≦uo(x), 0≦vo(x) は小さい初期値であ
り、パラメータαは 0<α<1 を満たす。そ
して、非線形項の指数 p,q は 1≦p, 1≦q, 
1<pq を満たすとする。この方程式系に関し
て、時間大域解を持つための条件、解の爆
発が起こる臨界指数、更にライフ・スパン
の決定など幾つかの重要な結果を得たが、
指数の都合で解の爆発に関する臨界指数の
結果を述べる。 
定理 1<p, 1<q を仮定する。 
n/2α ≦(max{p, q}+1)/(pq-1) であれば、 
どのような非自明な初期値に対しても解は
有限時間で爆発する。 
この研究を始めた当初、パラメータαが小
さいと拡散項(-△)αの作用が弱くなり、爆
発が起こりやすくなると予想されたが、驚
くべきことに、上記の結果より、パラメー
タαが小さくなると、むしろ爆発は起こり
にくくなる、という事が判明した。 
参考までに、n/2α >(max{p, q}+1)/(pq-1) 
であれば、十分小さい初期値に対して時間

大域解が存在する、という事も示した。 
（論文②参照） 
尚、これは大下承民氏（岡山大学）との共
同研究による。 
（３）コンパクト対称空間上のシュレディ
ンガー方程式の基本解に現れる一般化され
たガウス和とシュレディンガー方程式との
関係を調べた。（論文③参照）尚、基本解
に現れる一般化されたガウス和について、
相補公式を与えた。ただし、結果を述べた
のみで、これに関しては証明も含めて論文
を準備中である。 
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