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研究成果の概要（和文）：本研究では，物質の状態変化を考慮した Kobayashi-Warren-Carter 結晶粒界モデル
を理論解析し，解の存在や性質を明らかにした。また，閉区間[-1,1]上の指示関数の劣微分項を含む 
Allen-Cahn方程式の特異極限問題を考察し，劣微分項の元の特異極限の性質や解の特異極限関数との関係を明ら
かにした。さらに，純粋な液相と固相の時間的変化に関する数値実験を行うための安定性条件の導出，離散アル
ゴリズムの構築，数値実験の実施等を行った。
　また，様々な相転移現象モデルの最適制御問題を考察するとともに，抽象非線形発展方程式に対する，解の一
意性を必要としない特異最適制御理論の構築を行った。

研究成果の概要（英文）：In this research project, we showed the existence and properties of 
solutions to the grain boundary motion model of Kobayashi--Warren--Carter type. In addition, we 
considered the singular limit problem of the Allen--Cahn equation with nonlinear constraint that is 
the subdifferential of the indication function on the closed interval [-1, 1]. Then, we proved the 
existence and properties of the singular limit of solutions and the subdifferential of the 
indication function. Furthermore, we showed the stability conditions for numerical experiments on 
the Allen-Cahn equation with the Yosida approximation term, and performed numerical experiments of 
our problems by using the discrete algorithms proposed in this research project.
　We also considered optimal control problems of various phase change models, and established the 
theory of singular optimal control problems to abstract nonlinear evolution equations governed by 
time-dependent subdifferentials.

研究分野：非線形実凸解析学

キーワード： 関数方程式　実函数論　最適制御　自由境界
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１．研究開始当初の背景 
 金属材料は，原子が規則正しく配列した構
造（これを結晶構造という）をもっている。
しかし，実際の金属材料は，すべて同じ原子
配列をもっているわけではなく，配列の向き
が異なる領域（これを結晶粒という）が多数
集まった構造をもっている。この結晶粒の境
界は結晶粒界とよばれており，原子配列が乱
れた領域に対応している。この結晶粒界での
原子配列の乱れ方は，金属材料の性質にいろ
いろな影響を与える。   
近年，この結晶粒界のダイナミクスに関し，
工学実験だけでなく，それを記述する数理モ
デルが提唱され，数値実験や理論解析が進ん
でいる。しかし，結晶粒界(自由境界)の挙動
に関する詳細な理論解析が少ない。また，結
晶粒界運動を記述する数理モデルは強い特
異性や非線形性をもつため，結晶粒界の制御
に関する研究は全く進んでいない。 
 そこで， Kobayashi － Warren － Carter 
（Phys. D., 140(2000), 141--150）が提唱
した結晶粒界数理モデルを基礎とし，結晶粒
界運動のさらなる解析を行うことを計画し
た。また，結晶粒界の制御問題を考察するた
めの実解析的手法や数値解析手法の発展・開
発を試みることも計画した。 
 
２．研究の目的 
本研究では，結晶粒界運動に関する解析を
行うとともに，結晶粒界の制御問題を考察す
るための実解析的手法の発展・開発を試みた。
具体的には，以下の 3つの課題を研究目的と
した。 
 
(1) 結晶粒界の挙動に関する理論解析 
物質の状態変化を考慮した Kobayashi－
Warren－Carter 結晶粒界数理モデルを理論
解析し,解の存在，性質，正則性等を明らか
にする。また，物質の状態変化過程における
結晶の挙動に関する理論解析も行う。 
 
(2) 結晶粒界の挙動に関する数値解析 
純粋な液相と固相の時間的変化に関する
数値実験を実施するための安定性条件の導
出，離散アルゴリズムの構築等を行う。また，
それらの妥当性や有効性を検証するため，コ
ンピュータを用いた数値シミュレーション
を実施する。 
 
(3) 様々な結晶成長モデルの最適制御問題 
結晶粒界は金属材料の性質にいろいろな
影響を与えるため，結晶粒界の制御が重要で
ある。Kobayashi－Warren－Carter 結晶粒界
数理モデルは強い特異性や非線形性をもつ
ため，解の一意性が保証されない。そこで，
様々な相転移現象モデルの最適制御問題を
考察しながら，解の一意性を必要としない特
異最適制御問題の定式化・理論の構築を試み
る。 
 

３．研究の方法 
 研究は下記のように実施した。 
 
(1) 一定温度条件下で物質の状態変化（液体
固体の相変化）を記述する Allen－Cahn 方
程式と結晶粒界運動方程式とを組み合わせ
た，Kobayashi－Warren－Carter 結晶粒界モ
デルの理論解析を行った。その数理モデルは
複雑な連立の偏微分方程式系であるため，抽
象発展方程式理論の立場からの解析は難し
い。そこで，時間離散化法を用いて，
Kobayashi－Warren－Carter が提唱した結
晶粒界数理モデルの解の存在，性質，正則性
等の理論解析を行なった。また，結晶粒界運
動を数学的に捉える方法の一つに，特異極限
法がある。純粋な液相と固相の時間的変化に
関する解析を特異極限法により行った。 
 
(2) 純粋な液相と固相の時間的変化を捉え
るため，閉区間[-1,1]上の指示関数の劣微分
項を含む Allen-Cahn 方程式の数値解析を行
った。特に，指示関数の劣微分項を吉田近似
する数値計算手法の安定性条件を理論的に
導出した。さらに，コンピュータを用いて数
値実験を行い，安定性条件の確認，および(1)
で得られた理論結果の妥当性の検証を行っ
た。 
 
(3) 強い特異性や非線形性をもち，かつ，解
の一意性が保証されている様々な液体固体
相転移数理モデルに対する最適制御問題を
考察した。これらの研究活動を踏まえ，時間
依存劣微分作用素に支配された抽象非線形
発展方程式に対する，解の一意性を必要とし
ない特異最適制御問題の理論の構築を行っ
た。 
 
４．研究成果 
 平成 26年から平成 29年度までの 4年間に
下記の研究成果を得た。 
 
(1) 温度が一定であるという状況の下で，物
質の凝固現象を考慮した結晶粒界数理モデ
ルの理論解析を行った。具体的には，物質の
状態変化（液体固体の相変化）を記述する 
Allen－Cahn 方程式と結晶粒界運動方程式
とを組み合わせた連立の数理モデルの理論
解析を行った。それは，Kobayashi－Warren
－Carter により提唱された，線形拡散項を考
慮した結晶粒界数理モデルである。線形拡散
項があるが連立の偏微分方程式系であるた
め，抽象発展方程式理論の立場からの解析は
困難を極めた。しかし，時間離散化法を用い
ることで，Kobayashi－Warren－Carter 結晶
粒界数理モデルの解の存在を示すことがで
きた。さらに，線形拡散項の係数を 0とする
手法（粘性消滅法）により，Kobayashi－
Warren－Carter が提唱した本来の結晶粒界
数理モデルと Allen－Cahn 方程式とを組み
合わせた連立の結晶粒界数理モデルの解の



存在，性質，正則性等を証明することができ
た。 
 結晶粒界運動を数学的に捉える方法が幾
つかあるが，本研究課題では，特異極限法に
よる解析を試みた。実際，純粋な液体・固体
の変化を考察するため，閉区間[-1,1]上の指
示関数の劣微分項を含む Allen－Cahn 方程
式の特異極限問題を考察した。その問題は，
既に，X. Chen と C. M. Elliott (Proc. Roy. 
Soc. London Ser. A, 444(1994))により理論
解析されているが，指示関数の劣微分項の元
に関する特異極限の解析は行われていなか
った。そこで，指示関数の劣微分項を他の項
と分離して解析し，特に，H1の dual space の
位相で解析することにより，指示関数の劣微
分項の元の特異極限を明らかにすることが
できた。また，その特異極限と解の特異極限
関数との関係も明らかにすることができた。 
 さらに，力学境界条件を課した，閉区間
[-1,1]上の指示関数の劣微分項を含む 
Allen－Cahn 方程式の特異極限問題を考察し，
界面運動の挙動の解析を行った。ノイマン境
界条件の場合と同様に，H1 の dual space の
位相で解析することにより，領域内と境界上，
それぞれにおいて，指示関数の劣微分項の元
の特異極限を明らかにすることができた。ま
た，領域内と境界上，それぞれにおいて，指
示関数の劣微分項の元の特異極限と解の特
異極限関数との関係も明らかにすることが
できた。力学境界条件の場合，特異極限関数
の境界値の性質もえることができ，特異極限
問題における力学境界条件とノイマン境界
条件との相違を明らかにすることができた。
この点は，本研究課題の重要な研究成果であ
る。 
 
(2) (1)における特異極限問題の理論解析結
果（指示関数の劣微分項の元の特異極限の性
質）を利用した数値解析方法を構築した。こ
のことにより，指示関数の劣微分項を近似す
ることなく，閉区間[-1,1]上の指示関数の劣
微分項を含む Allen-Cahn 方程式の数値実験
を行うことができるようになった。実際，構
築したアルゴリズムを用いて数値実験を行
ったところ，物質の状態を表す関数の値が 
[-1,1] の間をとることが確認でき，構築し
たアルゴリズムの有効性を示すことができ
た。この点も本研究課題の重要な研究成果で
ある。 
 また，閉区間[-1,1]上の指示関数の劣微分
項を吉田近似することにより，吉田近似項を
もつ Allen-Cahn 方程式の数値実験を行うこ
とができる。しかし，吉田近似パラメータの
取り方によっては，数値計算結果が時間とと
もに振動して安定にならないことがある。そ
こで，指示関数の劣微分項を吉田近似する数
値計算法において，安定した数値実験結果を
えるための条件（時間差分，空間差分，吉田
近似パラメータ，特異極限パラメータの関
係）を理論的に明らかにした。さらに，コン

ピュータを用いて数値実験を行い，えられた
理論結果が妥当であることを確認した。 
一方，指示関数の劣微分項を吉田近似した
方法では，解の値が閾値[-1,1]を超えてしま
うことが理論的にも実験的にも確認された。
そこで，近似解の値が閾値[-1,1]を超えない
ような近似数値計算法を提案した。さらに，
提案した近似数値計算法において，安定した
数値実験結果をえるための条件を理論的に
導出するとともに，数値実験を行い，えられ
た安定性条件の妥当性と提案した近似数値
計算法の有効性を確認した。 
 
(3) Kobayashi－Warren－Carter が提唱した
結晶粒界数理モデルの最適制御問題を理論
解析する前準備として，様々な相転移現象モ
デルの最適制御問題を考察した。まず，液体
固体相転移現象を記述する，特異拡散項を含
む数理モデルの最適制御問題を数値解析の
立場から解析した。実際，適切な近似数理モ
デルや近似最適制御問題を提唱し，その近似
解をコンピュータを用いて数値実験的に求
めるためのアルゴリズムを提案した。さらに，
提案したアルゴリズムの収束性を理論的に
証明した。 
 また，力学境界条件を課した Cahn－
Hilliard 型の相転移現象モデルに対する境
界最適制御問題を考察した。実際，適切な近
似方程式や近似最適問題を提唱し，それを経
由することで，力学境界条件を課した Cahn
－Hilliard 型相転移現象モデルの境界制御
問題に対する最適制御解の存在，性質，必要
条件等を明らかにした。 
 上記の最適制御問題に関する一連の研究
成果を踏まえ，時間依存劣微分作用素に支配
された抽象非線形発展方程式に対する，解の
一意性を必要としない特異最適制御問題の
定式化・理論の構築を行った。Kobayashi－
Warren－Carter により提唱された結晶粒界
モデルでは，解の一意性が保証されていない。
本研究で構築した特異最適制御理論は，
Kobayashi－Warren－Carter モデルには直接
応用できないが，その方法論は有効であると
考えている。 
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